
ŒUVRES 


v;OMPLÈTES 


O’AUGUSTIN 



l’UlîMliKS SOUS LA DIRKCTION SUIKNTIFIQUK 

DE T/ACADÉMÏE DES SCIENCES 

ET SOCS LES ACSPICES 


DE M. LE MINISTRE DE L’INSTRUCTION PUBLIQUE. 


r SÉRIE. - TOME fX. 



PARIS, 


GAÜTUIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES 
'du bureau des longitudes, de l’ É C O L E P O L y T E U n N I Q U e , 

Quai des Aiiguslins, 55. 


M DCCC XCVI 




PREMIÈRE SÉRIE. 


MÉMOIRES, NOTES ET ARTICLES 

EXTRAITS DES 

RECUEILS DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES 


de: L’INSTITUT DE FRANCE. 




III. 

NOTES ET ARTICLES 


EXTRAITS DES 


COMPTES RENOUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 

DK L’ACADÉMIE DES SCIENCES. 


(SUITK.) 




NOTES ET ARTICLES 

EXTRAITS DES 

COMPTES RENDUS HEBDOMADAIRES DES SÉANCES 

DE L’ACADÉMIE DES SCIENCES. 


277 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur V emploi des variables couiplé- 
mentaires dans le développement des fonctions en séries, 

4 G. 11., ï. XX, p. 280 (3 février 1845). 

On appelle, en Arithmétique, nombres complémentaires (‘) deux 
nombres dont la somme est une unité d’un certain ordre; et l’on dit 
de même, en Géométrie, que deux angles sont compléments l’un de 
l’autre, lorsque leur somme équivaut à un angle droit. En transpor- 
tant cette locution dans l’analyse algébrique, nous appellerons varia- 
bles complémenlaires doux variables dont la somme sera l’unité. L’objet 
de ce Mémoire est de montrer les grands avantages que présente l’em- 

(1) En étendant cette définition, on a dit encore que deux nombres étaient Av 

l’un de l’autre, quand ils offraient pour somme un nombre donné. L’usage des complé- 
ments dans les opérations de l’Arithmélique est l’objet spécial d’un Ouvrage publié en 
i 8'23 par M. Berthevin. En parcourant dernièrement cet Ouvrage, j’y ai trouvé, pour le 
calcul abrégé du produit de deux nombres, quelques règles dont chacune coïncide au 
fond avec celle que j’ai rapportée dans le Compte rendu de la séance du i6 novembre 1840 
[page 795 (^)], et qui s’y trouve exprimée en termes tellement simples que, pour la dé- 
montrer, il suffirait de traduire son énoncé en formule algébrique. 


(«) QEu^res de Cauchy j S. 1, T. V, p. 43r. 
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ploi des variables complémentaires dans le développement des fonc- 
tions en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives, 
nulle et négatives, d’une ou de plusieurs variables. 


Analyse. 

§ I. — Considérations générales. 


Soit 


x = r er V-i 


une variable imaginaire dont r désigne le module et p l’argument. 
Nommons J une autre variable liée à x par l’équation 

(O æ-hy=:\. 

.le dirai que les deux variables x, y, dont la somme est l’unité, sont 
complémentaires l’une de l’autre. Soit maintenant 


(A) 


y 

X 


le rapport des deux variables complémentaires j et x. On tirera des 
équations (i) et (2), non seulement 

(3) y — \ — x, 5 = ^— 1 , 
mais encore 

(4) 

Or il suit évidemment des formules ( 4 ) que toute fonction entière 
de a? et de J) c’est-à-dire tout polynôme composé de termes propor- 
tionnels à des puissances entières, positives, nulle et négatives dc.T, 
pourra être transformé en une fonction entière des deux variables j, z ; 
et, réciproquement, il suit des formules (3) que toute fonction en- 
tière des deux variables s, y pourra être transformée en un semblable 
polynôme. Donc, lorsqu’une fonction F(a;) de la variable x aura été 
développée suivant les puissances entières, positives, nulle et néga- 





EXTRAIT N" 277. 


(ivc's (1(‘ (•('((.(' v;n'i<il)lc, il siiHira (1<! recourir au.'c. équations {'\) pour 
(ransCoruHM- (•,(> dévc'loppcineut (ui une série ordonnée, suivant les pnis- 
saïun's ('n(iîn‘(‘s, niais [lositivi's d(' y, ;3. Si, au contraire, [lar un moyen 
(lu(de.on([ue, on (‘st parvenu à dév(do]>per sérii' sinijile, 

ou même en une série doubhs ordonnée suivant l('s puissamu's en- 
(ii'i'i's, mais positivi's de v l't s, il sullira d(' recourir aux éifuations { d i 
pour (ransl'ormt'r ei'lli* sérii' mi un développement ordonné suivant les 
puissanei's entièri's, positivi's, luilli' id né^ativi's de la vai'ialib' .r. Il 
y a plus ; on doit étendri' e.idte r(‘mar(|U(' au cas oii la ronetion 1 '\./m 
serait dévidoppahli' (ui uni' série ordonnéi' suivant des puissane.es 
IVaelionnain's ou irrationiudles di's varialdi's ;;; eo (jiii arrivi'rait. 
par ('xempli', si F(.r) pouvait étri' considérée eomme 1(‘ produit d’un 
t'aeteur é(]uival(‘ul à uiu* puissanee positive ou néjj;ativ(', Iraetionnaire 
ou irratiomudli' de la variahli' y, [lar un autre lacteiir dévidoppalih' en 
série ordonnée suivant les |iuissane('s enlièri's id positives di'S deux 
variables V, 3. 

Il arrive' souvent (|ue le dévi'loppi'uu'iil <le la Ibnetion F(-e) en une 
série ordonnée suivant b's puissances ('iitü'ri's tb' la variable x t'xif'e 
de loiij<s calculs, et (ju’il est, au contraire, laeib' de dévelop[)('r m-tte 
Ibnetion eu uiu' série ordonnée' suivant li's jieiissane'e's ase’.cnelauli's ele- 

la variable' ceunpléme'iitaire' _r, e't élu rap[>e)rt 3 eui elc eu's ele'iix va- 

riable'S. Aieirs le’S translbrmalieins e|uei nous ve'iieins elee me'utienuie'r 
ele'vieiuH'ut très ulileis, e't, par emusée[ue'nl, la e-onsielératiein elc la va- 
riable' e'eim[déincn(aire Iburnit lei meiye'U eTidiréj^e'i' notidile'me'Ut b' 
travail. 

D’ailleurs les Ibrmules e|ue Ibiirnissent les eliverseis transformations 
elenit nous venons ele parler suhsisle'nt se'ub'ine'iit sous ee'i'taine's e-eni- 
elitieins et supposent évielemment la crtnverge'nce eb's série's translbr- 
mée's. Il est es.sentiel de connaître ces condilienis, et c’est .pour y par- 
venir que neius avons étaldi la plupart des théorèmes énoncés élans la 
derniÎTe séance. Nous allons, dans le paragraphe suivant, présenle'r 
«pielques observations qui permettront erintroeluire élans nedre' ana- 
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lyse une précision plus grande, et de donner aux théorèmes dont il 
s’agit une extension nouvelle. 


§ II. — Théoi 'èmes généra ux. 

Dans le Mémoire que renferme le Compte rendu de la séance du 
20 janvier dernier, nous avons établi le théorème suivant : 

Théorème L — Soit 

x~r eP^-^ 


une variable imaginaire dont p désigne C argument. Soit encore F {x) une 
fonction de x qui se décompose en deux facteurs représentés , V un par 
u(x), C autre par f(j), y étant lui-même fonction de x\ et supposons 
que f(y) reste fonction continue de y pour tout module de y qui ne sur- 
passe pas une certaine limite y. Enfin, soit le coefficient de af dans le 
déwloppement de F(^) en série ordonnée suivant les puissances entières 
de X ; et posons 



Au déi^eloppement de f(jy) en série ordonnée suivant les puissances entières 
et ascendantes de y correspondra un développement de qui sera co 7 i- 
vergenl si la valeur trouvée de Y rend convergente la série modulaire qui 
correspond au développement de V intégrale 


(0 



Gj(^) 

7 ^ 


dp 


suivant les puissances entières et ascendantes de Y. 

Corollaire L — Supposons maintenant que xs^x) reste fonction con- 
(inue de x, pour tout module de x inférieur à une certaine limite x. 
Concevons d’ailleurs que la valeur de n soit positive, la lettre n repré- 
sentant un nombre entier quelconque, et que le développement de 
F(ir) en série ait été effectué pour un module r de cr inférieur à x, 
mais très peu différent de x. Enfin prenons 


/ I — ,27. 
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L’intégrale (i), dans laquelle on devra supposer le module r de x in- 
férieur à la limite x, deviendra 


( 2 ) 



Tjy(x) 

i-Y-^xY 


dp, 


et, en raisonnant comme à la page i34 (O» on prouvera que le déve- 
loppement de l’intégrale ( 2 ) en série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de Y est convergent avec la série modulaire correspon- 
dante quand Y vérifie la condition 


Y<i. 


Corollaire II. — Concevons à présent que l’on prenne, non plus 


mais 

L’intégrale (i) deviendra 


y = i — x, 


I — X 


(3) 

Or, si le rapport 



vs^x) 

{i-\-Y)x—Y 


dp. 


Y 

i-t- Y 


est inférieur à la limite x, la valeur de l’intégrale (3), comme on l’a 
déjà remarqué (page i35) (“), sera ce que devient l’expression 


Cj(iC) — Cj(o) — — nT'(o) — ... —, r W<"-n(o) 

' ' I ' ^ 1 . 2 . . . ( « I ) ' 


quand on y pose 


( I -H Y ) 

Y 

X— 

i-h Y 


Donc, par suite, pour que le développement de l’intégrale (3), suivant 
les puissances entières et ascendantes de Y, reste convergent avec la 
série modulaire correspondante, il suffira que le développement de la 


(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 43i. 

(2) Ibid., p. 432. 

OEuvres de C, — S. ï, t. IX. 


2 
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fonction 



suivant les puissances entières et ascendantes de Y, reste lui-mème 
convergent avec la série modulaire qui correspond à ce dernier déve- 
loppement. La condition que nous venons d’énoncer doit être généra- 
lement substituée aux conditions (9) de la page i 35 (*), et s’accorde 
d’ailleurs avec elles dans le cas spécial que nous avions particulière- 
ment en vue, c’est-à-dire dans le cas où ts(x) se réduit à une puis- 
sance positive ou négative de i — a;. En effet, si, pour fixer les idées, 
on pose, comme dans le Compte rendu de la séance du 27 janvier 
(page 217) (^), 

( 4 ) = — 

on en conclura 

et il est clair que le développement de 

suivant les puissances ascendantes de Y, sera convergent avec la 
série modulaire correspondante, quand Y vérifiera la condition 

Y<i. 

D’autre part, lorsque l’on pose 

ct( J c) (i — 

la limite x se réduit à l’unité, ce qui fait disparaître la première des 
conditions (9) en la réduisant à la formule 

Y<oc.. 

Ajoutons que, en vertu des observations précédentes, le théorème II 
de la page i 3 y (*) subsistera, non seulement quand la valeur de cy(æ) 

(1) OEaorea de Cauchy , S. I, T. VIII, p. 432. 

(2) Ihid,, p. 44o- 

(3) Ihid,, p. 434- 
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sera <1oiiium‘ [»ar 1’('î(| nation (/|), mais encore clans le cas contraire, si, 
d’aillenrs, lavalmir de Y reml convergente la série modulaire qui eor- 
re.spond au dévelopinmient d(‘ la lonetion 



suivant les puissamass entii'res et ascendantes de Y. Il y a plus : on 
[)ourra su[)pos(‘r, dans ro. théorème, cotnuu^ au commencement de ce 
paragraphe, ([U(‘ raf.r) n'ste lonetion eonlinue de a; seulement pour 
tout module' de .i- inl'érieur à x, ('t (|U(e re'présemle'. le eociricient 
de .r" dans h' développe'ineiit dc' K(.r)» «“dénié pour un module de .r 
itdéi'ieur :i la limitée x, mais (rès peeu elillereent ele eetle; limite. En coii- 
sée{ue'ne'e', em peeurra énemeeer la pre>pe)sition suivante : 

TiiKeiitKMK II. Soi/ 

K/ic rurutbie iniaf^i/iairc dani r dc'siffnc le module et p i argument. 
Soient, de plus, ni(.e) une fonction de x t/ui reste continue pour tout mo- 
dule de .V inférieur à une certaine limite x, et l‘(y, z) une fonction de 
V, Z (jui demeure continue pour tous les modules de y, z (pii ne. surpassent 
pas certaines limites y, /.. Faisons d'ailleurs 

V Z i, 

.y ^ 

et nommons Et ■■(■ ) une fonction de .r déterminée par le système des équa- 
tions 

(■') wC-r) |■(.r, 3), 

. I 

(«)) ^>' ,1 ^ > 

en sorte que. dans l'équation (i>), x, y représentent deux x'ariables com- 
plémentaires, et Z le rapport de ces variables. Enfin supposons que, pour 
un module de x inférieur à la limite x, mais très peu différent de eclte 
limite, on ait développé, la fonction F(a:;) suivant les puissances entières, 
positives, nulle et négatives de ,v, et que, la lettre n désignant un nombre 
entier quelconque, on représente par A„ le coefficient de x" dans le déve- 
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loppement de F (a?). Alors, au développement de f(j, z) suivant les puis- 
sances entières et ascendantes de y, s, répondra un développement de kj^ 
qui sera convergent avec la série modulaire correspondante si les valeurs 
deY^Z vérifient la condition 
(7 ) Y -i- Z <! ï, 


et si, d'ailleurs, la valeur trouvée de Y rend convergente la sérié modu- 
laire qui correspond au développement de 



suivant les puissances entières et ascendantes de Y. 

En partant du théorème qui précède et en raisonnant comme nous 
l’avons fait dans le Mémoire du 27 janvier (page 2x3, etc.) (^), on 
établira la proposition suivante, qui se trouvera substituée au théo- 
rème II de la page 2x6 (^)- 


Théorème III. — Soit cy(a?) une fonction de x qui reste contmue, par 
rapport à la variable x, pour tout module de x inférieur à une cer- 
taine limite x. Soit, de plus, f(j, z) une fonction de y, z qui reste con- 
tinue, par rapport ày et z, tant que le module de y ne surpasse pas une 
certaine limite y, ni le module de z une certaine limite z. Faisons d'ail- 
leurs 



et nommons F(^) une fonction de déterminée par le système des équa- 

tions 

F{x)z=:iw{œ)î{y,z), 


y — i — æ, 


ï — X 


X 


Supposons que, pour un module de x inférieur à la limite x, mais très peu 
différent de cette limite, on ait développé la fonction F(x) suivant les 
puissances entières, positives, nulle et négatives de x\ désignons par n, 

{}) OEmres de Cauchy, S, I, T. VIII, p. 435 , etc. 

(2) Ibid., p. 439. 
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m, w! trois nombres entiers quelconques y et représentons : par kj^ le 

coefficient de a?" dans le développement de F (a?); 2 ® par le coeffi- 
cient du produit dans le développement de f(y, z) suivant les puis- 

sances entières et ascendantes de y, z. Enfin y concevons que la fonc- 
tion f(y, -s) renferme, avec y et s, divers paramètres 

a, b y a\ b' y 

admettons que, pour des valeurs nulles de ces paramètres , chacune des 
limites y, z surpasse le nombre 2 , et que les coefficients 

A H 

restent fonctions continues de 

a, by dy d, ... 

pour des modules de ces paramètres inférieurs à certaines limites. Si, pour 
de semblables modules, les valeurs de y, z sont telles que Von ait constam- 
ment 

Yh-Z<i, 

et que le développement de la fonction 



reste convergent avec la série modulaire correspondante, alors on aura 
toujours, entre les limites assignées aux modules des paramètres a,b, 
a', y y 

la somme qu indique le signe S s étendant à toutes les valeurs entières, 
nulle et positives des nombres m^m'; la valeur de étant 

( 9 ) kr,^—j^X-r^T^{x)dp, 

et la lettre caractéristique A des différences finies étant relative au nombre 


entier n. 
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Corollaire I. — Si, pour fixer les idées, on suppose 

w{œ) = (i — 

s désignant une quantité quelconque positive ou même négative, alo 
non seulement la limite x du module de x se trouvera réduite à l’unit 
mais de plus, en posant, pour abréger, 

r„i — i) • 

I 5 J — , 

on aura 

^11— 

et par suite la formule (8) donnera 
(lo) A« — E H ,, ,^,,,'[5 n n 

Corollaire II. — Si, dans la fonction 

F(a?) = tîî(a?) î{y,z), 

on remplace le facteur i{y,z) par un produit de la forme 



devant être remplacé par l’unité, quand le nombre m ou m! s’év 
nouit. 
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Corollaire III. — Si l’on suppose à la fois 

f(y, s) — 

et, par suite, 

(12) F(a;) = (i — 

on tirera des formules (10) et (ri) 


A„=X(-i)" 




1.2.../??. 1 . 2 . . . /n 


7 [.ç — “ m — m'I 




Corollaire IV. — Concevons maintenant que, dans la formule (12), 
on pose 

<^{x) — {i — a a:)!^ (i — 6 j; 4 » (æ) 
et 

X(cc) = (i — a'x)V-' [i — b'xY . . . \{x), 

p., V, . . . , p,', v', . . . étant des exposants réels, 

a, b, ..., a', b', ... 

des paramètres réels ou imaginaires dont les modules 

a, b, ..., a', b', ... 

seront inférieurs à l’unité, et 

^(æ), X{x) 

deux fonctions de x dont chacune reste continue pour tout module 
fini de x. Alors, en raisonnant comme dans le précédent Mémoire, 
on reconnaîtra que le théorème III de la page 222 (') s’étend au cas 
même où l’exposant s cesse d’être renfermé entre les limites o, i. On 
pourra donc énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème I. — Soit F (a;) une fonction déterminée par une équation de 
la forme 



C) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 445. , 
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s désignant une quantité quelconque positive ou négative. Supposons, 
d'ailleurs, 

j (p(^) = (i — a (i — b xy . . . 

^ ^ I = (i. — (i — b'æy' . . , X.{x), 

[x, V, . . . , fi.', v', ... étant des exposants réels, ^{x), X(ii?) deux fonc- 
tions toujours continues de x, et 

b, . . . , a', b' , 


des paramètres dont les modules 

a, b, a', b', 


soient tous inférieurs à V unité. Enfin, supposons que, pour un module 
de X inférieur à la limite i, mais très peu différent de l'unité, on déve- 
loppe la fonction F (a?) suivant les puissances entières, positives, nulle et 
négatives de x, et que, n étant un nombre entier quelconque, on désigne 
par kji le coefficient de x^ dans le développement de'^{x). Si le plus grand 
des rapports 

a b 

? r? 

I — a I — b 


joint au plus grand des rapports 


1 — a'’ 


b' 

i-b'’ 


fournit une somme inférieure à l'unité, alors on aura 
(i4) 


A„=2(- 1)'« [s-m~ 


1.2. ..m 1.2... jn' 


la valeur de étant déterminée par la formule 

' s{s-\- i). . .{$ -4- Al — i) 




1 .2. . .Al 


Corollaire 1. — Si l’on nomme Y le plus grand des rapports 


ï — a ' T — b 
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et Z le plus grand des rapports 

a' b' 

-, 

] — a' I — b' 

on pourra énoncer très simplement le théorème IV en disant que, dans 
les suppositions admises, le coefficient sera développable par la for- 
mule (i 4 ) en une série convergente, si l’on a 

(15) Y-+-Z<i. 

Corollaire H. — On pourrait conclure immédiatement du théorème I 
(corollaire II) que la condition (i5), supposée remplie, assure la 
convergence du développement de An correspondant au développe- 
ment du seul facteur suivant les puissances ascendantes de la 

variable ^ — i. En effet, l’équation ( 12 ) sera évidemment réduite 
à la forme 

(16) Fia-) 
la valeur de z étant 
(>7) 

si l’on pose 

( 18 ) nT(Æ?)rr(i 

et il est clair que, dans ce cas, eu égard à la seconde des équa- 
tions (i 3 ), f(s) restera fonction continue de s, pour tout module de 
inférieur au module représenté, dans la foi’mule (i5), par la lettre Z. 
Alors aussi au développement de f(s) suivant les puissances entières 
et ascendantes de .s correspondra un développement de A„ qui, en 
vertu du théorème I (corollaire II), sera convergent avec la série 
modulaire correspondante, si la valeur trouvée de Z rend conver- 
gente la série modulaire qui correspond au développement de la 
fonction 



Œuvres de C. — S. I, t. IX. 
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suivant les puissances ascendantes de Z. Mais, eu égard aux for- 
mules (i3) et (i8), on aura 

(19) rs{x) = (i -■ æ;)-* (i — ax)V-{i — bxy . . . 4 &(,r), 

par conséquent 


( ^ 1 


é Z \ 

+ 


K' + yJ 


et il résulte de la formule ( 20 ) que la série modulaire correspondante 

au développement de sera convergente si le module Z reste* 

inférieur, non seulement à l’unité, mais encore au plus petit des 
modules des rapports 

I T 

, , .... 

J — a 1 — b 

Or ces deux conditions seront certainement remplies si les vaieurs# 
de Y, Z vérifient la formule (i5), puisqu’alors on aura, par exemple, 

r, , a 

Z -f- mod. < I, 

I — a 

Z < I — mod. — — ) 

1 — a 


et que le module de supérieur à la différence 

I — mod. — ^ • 

I — a 

Corollaire III. — En vertu des formules 

x — i—y, -_i — ^ 

l’équation ( 12 ) se réduit à 

F(æ;) = (i — a?)-* 9(1 — 7 ) x(i -H .3), 

et la valeur de A„, donnée par la formule (i4). est précisément celle 
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qiK* Tüii <lé(lui( (l<‘ rniualion 

'.îr / 

(|iiaîHl ou (raiisforïuo (oi uiu^ série (loul)lfs (mi développanl 

^ r ) suivaril l(‘s puissane(‘s asccîulantes dv. y, et /.(n--) 
vani les puissaur(‘s asiaoulautes de g;. Ajoulons <[U(s au lieu d’eiree- 
lu(*r à la fois ('(‘s d(‘iïx dévelo[)peuH‘n(s, ou pourrait h^s (dreeliuo* ruii 
apri‘s Taufre, <d ([u’alors s(‘ troiiv<‘rait iransforiué, non plus m une 
série doulde, mais tm une série simplet <lont e,ha(|ue (('rnu', s<o*ait lui- 
uiéme la somim* (rum* au(i‘e séri(‘ simple. Or il est hou d’ol)S(‘rv(U* 
(|m^ h*s deux séries simjiles <lout il s’a}.çit pmivamt être Vum^ et rau(r(‘ 
eo{iver^(uif(‘s, <lans 1(‘ <‘as ménu^ où la séri(‘ d(Mihl(‘ (jui r(oderm(‘ tous 
les Immies (umtenus dans les (hmx séries^. sim|)les s(‘rait diverj^unUe. 
Dans un pnodiain arliehs j’éfahlirai ee lait imporlani, (‘t je mouirerai 
l(‘ parfi qifoii vu jumt fiiau* pour rexleusion d(ss nouv(dl(‘S ldrmuli‘s 
el de leurs applieafious a rAsIronouiic'. 


278 . 

Anu.\sî: MATiiKMvriiM i:. - )!nrioirr sur (l(*s forrnulrs rlf^uureusrs vt di^nrs 

(ir rrmurr/ur, uu.vtjurltvs ou se trouer rouduft par ta vonsiderution de 
séries multiples et diverpterdes. 

U. îî., T. XX, [>. IV'vriiM’ 

J’ai (li'-jù rcmanjiKs daiiH lia procédenf Màiiiairc, l’usa}?!* I('■}?i(ila(* 
(HH* l’iiii |i('ul faire, liaiis cerlains cas, de séries simples e(, divi'r- 
}{eiites, peur ohlenir les valeurs de e.erlaiiies quantilés, siixin avec 
nue approximation iridélitiie, du moins avec une a|)proxima(ion (r'es 
grande, qui, souvent, est plus ijue sullisanlc |)our les besoins du 
eali'ul. Dans (*(* nouveau Mémoire, j'irai plus loin et j’établirai une 
proposition <jui semble paradoxale au premier abord. Je ferai voir 
<*<»mment, à l’aide de séries divergentes, on peut qiK'lqueibis déter- 
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miner les quantités inconnues, non plus seulement avec une grande 
approximation, mais, ce qui paraîtra plus étonnant, avec une approxi- . 
mation indéfinie, de manière à en obtenir des valeurs aussi approchées 
que l’on voudra. Or c’est efifectivement ce qui peut arriver lorsque 
les séries employées dans le calcul sont multiples et divergentes. 
Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Considérons, en particulier, une fraction rationnelle qui offre pour 
numérateur l’unité et pour dénominateur cette même unité diminuée 
de la somme de deux variables. On pourra développer cette fraction 
rationnelle en une progression géométrique dont la raison sera la 
somme dont il s’agit, puis développer chaque terme de la progression 
en une série simple par la formule du binôme. On obtiendra ainsi une 
série double ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières 
des deux variables. Or cette série double sera évidemment convci’- 
gente, si les modules des deux variables fournissent une somme infé- 
rieure à l’unité. Dans le cas contraire, la série double deviendra 
certainement divergente, attendu que, parmi les termes correspon- 
dants à des puissances très élevées des deux variables, quelques- 
uns deviendront très considérables. Néanmoins il est facile de s’as- 
surer que, si la somme algébrique des deux variables et le module 
de chacune d’elles restent inférieurs à l’unité, on pourra grouper les 
termes de la série double de manière à la transformer en une série 
simple convergente, dont chaque terme sera lui-même la somme d’une 
autre série simple convergente. On y parviendra, par exemple, en sup- 
posant que la première série simple soit ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de la première variable, et la seconde série simple, 
suivant les puissances ascendantes de la seconde variable. 

Il importe de faire connaître le parti qu’on peut tirer, dans la haute 
analyse, du fait important que je viens de signaler. Les formules aux- 
quelles je suis parvenu de cette manière sont particulièrement utiles 
dans la théorie des mouvements planétaires. Elles permettent d’ex- 
primer, par exemple, toute perturbation relative au système de deux 
planètes et correspondante à deux multiples donnés des anomalies 
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moyennes, par une simple fonction des deux nombres entiers qui 
servent de coefficients à ces anomalies. 

Analyse. 

Considérons, pour fixer les idées, une série double, et supposons 
cette série divergente. On pourra souvent, dans cette hypothèse, par- 
tager les termes en divers groupes, de telle sorte que les termes com- 
pris dans chaque groupe forment une série simple convergente, et que 
les sommes des séries simples correspondantes aux divers groupes 
forment à leur tour une autre série simple qui soit encore conver- 
gente. Pour démontrer la vérité de cette assertion, considérons, en 
particulier, la série tlouhle produite par le développement de la 
fonction 

I 

i_^_ J 

suivant les puissances ascendantes de x et de y. Cette série sera cei’- 
tainement convergente, si les modules x, y des deux variables x, y 
vérifient la condition 

(1) x-+-y<i. 

Car, tant que cette condition sera remplie, la fonction 

r 

v—x — y 

restera continue par rapport aux deux variables x, y. Alors, pour 
obtenir le développement en question, il suffira de développer d’abord 

la fraction — — suivant les puissances ascendantes de la somme 

I — X — y ^ 

X -t- y, puis de développer chacune de ces puissances par la formule 
du hinôme. On trouvera ainsi, premièrement 

(2) i (a; -i-y) + (x -hyy+ . 

I X J 


I 

i — ^ ^ 


puis 

( 3 ) 


I -h ^ + 7 H- + 2 4- y- -h . . . . 
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Or, si l’on désigne par n un nombre entier quelconque, le terme pro- 
portionnel au produit a/'j", dans le second membre de l’équation (3), 
sera évidemment 


De plus, le module de ce terme, ou le produit 


r . 2 ... 2 /Z 
(l . 2 . . , /l)- 




se réduira simplement, pour de grandes valeurs de /?., au rapport 

(éxy)" 

D’ailleurs ce rapport décroîtra indéfiniment avec si l’on a 

(4) 4xy<i, 

et, par suite, si l’on a x -f- y < ï, puisque, on vertu de la formule 

(x-hy)^=4xy-(-(x-y)L 

la condition (i) entraîne toujours la condition (4)- Mais, si l’on a, au 
contraire, 

(5) 4xy>i, 


le rapport dont il s’agit croîtra indéfiniment avec n. Donc la série 
double produite par le développement de la fonction 


cessera d’être convergente, et par suite la formule (3) cessera de sub- 
sister si la condition (5) se vérifie. Toutefois, si les modules des deux 
variables a;, y et de leur somme a? -h y restent tous trois inférieurs à 
l’unité, alors, en groupant convenablement les termes de la série 
double, on pourra la transformer en une série simple convergente 
dont chaque terme soit lui-même la somme d’une autre série simple 
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et convergente. En effet, on y parviendra en réunissant, dans chaque 
groupe, tous les termes dans lesquels les exposants des variables x, y 
offrent une somme donnée, ou bien encore tous les termes propor- 
tionnels à une même puissance de x, ou enfin tous les termes propor- 
tionnels à une même puissance dey. Cela posé, la transformation de 
la série double en série simple produira, dans le premier cas, la for- 
mule 

( « ) = I -(- (.ï’ -+- /) H- («’- -i- 2 .î.'j -f- ) -h . . . , 

(fui ne diffère pas de l’équation (2), et, dans les deux autres cas, les 
formules 


. (7) = 1 -H ■»(> -i-y ■ •) -t- a:- (1 H- 2J -h 3 v^-K. ■ 

(8) _ - = I ..)-h 

1 


qui, eu égard aux équations 
, ^ ^.2 ^ î , 






peuvent s’écrire comme il suit : 


(9) 

(ïO) 


T 

I — X— 7 


I .y; J 


O? 

y 

I — û: 






La formule (6) et les équations (7), (8), ou (9), (10) se vérifient, par 
exemple, dans le cas où l’on suppose 

Il suit de ce qu’on vient de dire qu’on peut faire servir à la déter- 
mination des valeurs numériques des fonctions les développements de 
ces fonctions en séries multiples, même divergentes, pourvu que les 
termes des séries divergentes puissent être groupés entre eux de ma- 
nière à former, dans chaque groupe, une série simple convergente. 
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Cette observation importante nous permettra de donner une extension 
nouvelle aux formules obtenues dans les précédents Mémoires. C’est 
ce que nous montrerons, en commençant par généraliser encore quel- 
ques-uns des théorèmes que nous avons établis. 

Soit 

une fonction des variables os, y, qui reste continue par rapport k y, 
lorsque, en attribuant à a; un certain module x, on suppose le module 
de J inférieur ou tout au plus égal k une certaine limite y. Posons 
d’ailleurs 

(] désignant un argument réel. On aura, pour un module dey égal ou 
inférieur k y, 

(II) • 

et, pour développer i{x,y) suivant les puissances ascendantes dey, 
il suffira de développer le rapport 

--y 

dans le second membre de la formule (n), en série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes dey. Soit 

((?.) « 0 . « 2 ) ••• 

la série ainsi obtenue. On .aura, en désignant par m un nombre entier 
quelconque., 

(i3) ({a;, z)dq. 

Supposons maintenant que y devienne fonction de x, et que, le 
module de x étant x, l’on développe chaque terme de la série (12) en 
une nouvelle série ordonnée suivant les puissances entières, positives, 
nulle et négatives de x. Soient d’ailleurs 


('4) 


Uo, U^ ü,, 
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les divers coefficients de af dans les développements ainsi calculés, n 
étant un nombre entier quelconque. Alors, en faisant 


on trouvera 


X~yi 


(i5) 

et, par suite. 




(Ui) 


u„ 


I \ " / r i y 

~jl / ï{x,z)dpdq. 


D ailleurs, en vertu de l’équation (i6), le module de U,„ sera le même 
que celui de l’intégrale 

\ / — TT 

la valeur de Y étant 


(^7) Yzz:l, 

y 

(it il est aise d en conclure que la série (12) sera convergente, si la 
série dont le ternie général est Texpression 

1 r"" 

—1 z) dp 

^ — % 


reste convergente, avec la série modulaire correspondante, pour toute 
valeur de .s dont le module est y. Enfin il est clair que la série dont 
rcxprcssioii' (18) est le terme général se confond avec le développe- 
ment de l’intégrale 


I P x~‘^ 


{(x, z) dp 


suivant les puissances ascendantes de Y. On peut donc énoncer géné- 
ralement la proposition suivante : 

Théorème I. — Soit une fonction de x,y qui reste continue, 

par rapport à y, pour un module x de la variable x. que l’on suppose dé- 
terminée par l’équation 

x — xeP 


OEuvres de C, — S. I, t. IX. 
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et pour un module de y égal ou inférieur à une certaine limite y . Soit 

d'ailleurs 

Uq^ Wj, ... 

la série que fournit le développement de f(x, y) suivant les puissances 
ascendantes de y ^ dans le cas où le module de y ne surpasse pas y, et sup- 
posons. que, y devenant fonction de chaque terme de la série 

^^ 2 ? • • • 

soit développé suivant les puissances entières, positives, nulle et négatives 
de X. Alors, la lettre n désignant un nombre entier quelconque, et la 
valeur de Y étant 

Y—-) 

y 

les coefficients de dans les développements des divers termes 

U^, U\, u^, ... 

formeront une nouvelle série qui sera convergente avec la série modulaire 
correspondante, si le développement de V intégrale 

(19) 

suivant les puissances entières et ascendantes de Y, reste lui-même conver- 
gent avec la série modulaire correspondante, z désignant une variable 
distincte de y, et qui ait pour module y. 

Corollaire I. — Si Ton suppose que, dans le théorème I, x,y repré- 
sentent deux variables complémentaires, en sorte qu’on ait 

y—\ — x, 

alors, d’après ce qui a été dit à la page i34 (*), on obtiendra pour 
l’intégrale ( 19 ) un développement qui restera convergent avec la série 
modulaire correspondante, quand on aura 

( 20 ) . . Y<i, 

(1) OEuvres de Cauchy, S. I, T. Vm, p. 43i. 
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Corollaire II. — Si, dans le théorème I, on suppose 


alors, (faprès ce qui a été dit à la page 9, on obtiendra pour l’inté- 
grab; (19) un développement qui restera convergent avec la série 
modulaire correspondante, si le développement de la fonction 



suivant l(^s puissane('s entières et ascendantes de y, reste lui-même 
(“onv('rg<'nt av(‘c la série modulaire qui correspond à ce dernier dé- 
v(‘Iopp(‘ment. 

t 

('orollaire ///. — Sup[)osons toujours que la fonction ï(æ, y) reste 
(^oiitinue par rapport à y, pour un module de y égal ou inférieur à y. 
Alors. 0 étant un nornluM^ ([ludconque, la fonction f(a?, Oj) restera 
l•onlinue par rapport à y, pour un module do y égal ou inférieur à |- 
l)ou(^ si l’on substitue, à la (onction f(a?, j) la fonction f(æ, 6j), on 
(l(‘vra, dans l’intégrale (19), remplacer le binôme 

I — Yj = i — y-\r 

l»ar le binôme 

■ (§)"V-‘-0Y7, 

sans fdianger le fachuir 

f(x, s), 

attendu (ju’um^ vabmr de ce facteur correspondante au module y de :: 
sera, (ui rnèim^ temps, une valeur de la fonction 

f(.r, Üz), 

correspondante au module | de 5. Donc, lorsqu’on remplacera î(x,y) 
par f(x-, Oj), la condition (20) se trouvera remplacée par la formule 

{îe,î) 


0 Y<i, 
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et la fonction ( 2 j) par la suivante 

<-> 

D’ailleurs, dans le cas dont il s’agit, le développement de la fonction 
f(^, Ôj), suivant les puissances ascendantes de r, sera aussi le déve- 
loppement de cette fonction suivant les puissances ascendantes de 0. 
Donc le théorème I entraînera encore ceux que nous allons énoncer. 

Théorème IL —• Soù f(u?, y) une fonction de y qui reste continue, 
par rapport à y, pour un module x de la variable x que Von suppose dé- 
terminée par réquation 

X—X 

et pour un module de y égal oâ inférieur à une certaine limite y. Suppo- 
sons d'ailleurs que, 0 étant un nombre quelconque, on pose 

;K — I — 

et que Von développe 

f( JT, B y) -- f[>^j B{i — x)] 

en une série double ordonnée suimnt les puissances ascendantes de 0 et 
suivant les puissances entières de x. Alors, n étant un nombre entier quel- 
conque, et la valeur de Y étant 



les dwers coefficients de , dans la série double dont il s agit, formeront 
une série simple qui sera comer gente avec la série modulaire correspon- 
dante, si Von a 

(24) . 0Y<i 

ou, ce qui revient au même, 

(25) .5<y. 

Théorème III. — Soit i{x, y) une fonction de x, y qui reste continue, 
par rapport à y, pour un module x de la variable x que Von suppose dé- 
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terminée par V équation 

et pour un module de y égal ou inférieur à une certaine limite y. Suppo-- 
sons d ailleurs que, G étant un nombre quelconque, on pose 


et que Von développe 



f(jr, By) ~ B - 


en une série double'^ ordonnée suivant les puissances ascendantes de 0 et 
suiçant les puissances entières de x. Alors, n étant un nombre entier quel- 
conque, et la valeur de Y étant 


Y = 


— ) 
y 


les divers coefficients de dans la série double dont il s agit, formeront 
une série simple qui sera convergente avec la série modulaire correspon- 
dante, si le développement de la fonction 


(26) 


BY 

■^BY' 



suivant les puissances ascendantes de 0, reste lui-même convergent avec la 
série modulaire qui correspond à ce dernier développement, pour toute va- 
leur de Z qui offre un module égal y. 

Désignons maintenant, pour abréger, par F(ir) la fonction de x 
représentée dans le théorème II par 

6{ï-x)] 


ou, dans le théorème III, par 


Supposons toujours que cette fonction F(a:?) soit développée, d une 
part, suivant les puissances ascendantes de 0, d autre part, suivant les 
puissances entières de x, le module de x étant x. Concevons d ailleurs 
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que la série simple, formée clans le développement dont il s’agit, par 
les divers coefficients de a?", série qui se trouvera ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de 0, reste convergente, en vertu du théo- 
rème II ou III, pour toute valeur de 6 inférieure à une certaine limite 0; 
et nommons la somme de cette série simple. Si l’on attribue à 0 
une valeur variable réelle' ou même imaginaire, la somme restera 
fonction continue de 0 pour tout module de 0 inférieur à 0. Suppo- 
sons à présent que l’on développe la fonction F(£r), non plus en une 
série double, mais en une série simple ordonnée suivant les puis- 
sances entières de x, le module de x étant toujours x, et nommons A„, 
le coefficient de a?" dans le nouveau développement de F(a7). On aura 
généralement, pour de très petites valeurs de O, 

(27) A„ — D„. 

En effet, puisque A„et B„ seront les coefficients ou la somme des coef- 
ficients de x" dans la série simple et la série double qui représente- 
ront les deux développements de F(a7), il est clair que la formule (27) 
devra subsister tant que la série double sera convergente, ce qui aura 
certainement lieu lorsque les modules de x et de 0 se rapprocheront 
assez, le premier de x, le second de zéro, pour que la fonction r(a;) 
devienne, en vertu d’un tel rapprochement, toujours continue par 
rapport aux deux variables x, 0. D’ailleurs l’équation (27), étant véri- 
fiée pour de’ très petites valeurs de 0, devra continuer de subsister 
(voir la séance du 20 janvier, page 120) (*), tant que A„ et B„ resteront 
fonctions continues de G. Elle devra donc subsister pour toute valeur 
de 0 inférieure à la limite 0, si la limite 0 est telle que la fonction A„ 
reste continue par rapport à 0 pour tout module de 0 inférieur à cette 
limite. Il y a plus : au lieu de supposer la limite 0 déterminée à l’aide 
du théorème II ou III, -on pourra simplement astreindre cette limite à 
la condition que nous venons d’indiquer. Celaposé, on pourra évidem- 
ment, aux théorèmes II et III, joindre encore la proposition suivante : 

Théorème IV. — Soit i(^x,y') une fonction de x,y qui reste continue, 
(1) OÆuvres de Cauchy y S. I, T. VIII, p. 4i5. 
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par rapport à y, pour un certain module de x représenté par x, pour 
un module de y inférieur à une certaine limite y. Supposons d’ailleurs 
que, G désignant une nomelle variable, on réduise, dans l’expression 

f(3 Qy), 

y à une fonction de x, en sorte qu’on ait, par exemple, 

7 = J — « ou yr=i7l£. 

X 

Enfin, développons 

By), 

considérée comme fonction de x et de 9, en série ordonnée suivant les 
puissances entières, positives, nulle et négatives de x, le module de x 
étant X , etnommons A„ le coefficient de af dans le développement ainsi 
obtenu. Non seulement A„ sera développable suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable 0, tant que le module 0 ne dépassera pas la limite au 
delà de laquelle A^j cesse d etre fonetion continue de 9, mais, de plus, 
pour obtenir le développement de A„, il suffira de réunir tous les coeffi- 
cients de a;" qu’on obtient quand on développe f(x, 6y) en une série 
simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de 9, puis chaque 
terme de cette série simple en une nouvelle série ordonnée suivant les puis- 
sances entières de x. 

Aux diverses propositions que je viens d’établir, il convient de 
joindre oncore un théorème très général et très utile, en vertu duquel 
le développement d’une fonction suivant les puissances entières d’une 
variable, calculé pour le cas où le module et l’argument de la variable 
offrent des valeurs très voisines de deux quantités données, conserve 
une forme inaltérable et demeure convergent, tandis que ce module 
et cet argument varient, pourvu que leurs variations simultanées 
soient telles que la fonction et sa dérivée ne cessent pas d’être conti- 
nues, si d’ailleurs, dans le cas même où l’on tient compte de ces varia- 
tions, les deux modules ou le module unique de la série simple, qui 
représentait primitivement le développement dé la fonction, restent 
toujours inférieurs à l’unité. J’établirai, dans un prochain article, ce 
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théorème général avec les conséquences importantes qui s’en dédu 
sent, puis j’appliquerai mes formules à la solution de diverses que: 
tiens et, en particulier, des problèmes d’Astronomie. 

279 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquabl 
et très générales des fonctions continues. 

C. R., T. XX, p. 375 (17 février i845). 

Les progrès réalisés de nos jours dans les diverses branches d( 
Sciences physiques et mathématiques témoignent de l’ardeur avi 
laquelle l’esprit humain, créé pour connaître la vérité, s’attache à 1 
poursuite. Dans son impatience, il veut qu’une vérité déjà démontin 
lui serve comme d’échelon pour ai’river à une vérité plus diffîcile 
saisir; il s’élève, il généralise, il essaye de s’élancer dans l’infini; 
c’est précisément cette tendance de notre esprit qui a fait longtem] 
admettre en Analyse, comme un principe en quelque sorte évident, 
qu’on appelait la généralité de l’Algèbre, c’est-à-dire l’étendue ind 
finie des formules algébriques obtenues dans certains cas particuliei 
Plus tard on est parvenu à reconnaître que, dans" la réalité-, la pl 
part de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditio 
et pour certaines valeurs des quantités qu’elles renferment. On a v 
dans mes précédents Mémoires, que la grande loi qui limite l’existen 
des formules est la foî rfe des fonctions, dans le cas où 1’ 

donne des fonctions continues, non pas la défini tion longtemps adopt 
par les géomètres, mais celle que présente mon analyse algébriqu 
Toutefois, la règle que je viens de rappeler a une étendue plus gran 
encore que celle qui paraissait devoir lui être attribuée au premi 
abord. Considérons, pour fixer les idées, une variable réelle ou iir 
ginaire. On pourra concevoir que l’on fasse varier par degrés inse 
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sil)li‘s <.u 1.‘ luo.iiilc seul <Ic ('('!((' viiriablo, ou (ont, à la fois son modulo 
t*( son .U n iiï (Ml I . Si, poiii pins d(‘ ooiuiuodito, on regarde co modulo 
(-1 <•(•( ar^'iiiiuMil coinnic propres à repnisi'nter dans un plan les coor- 
données pidaires d’un poinl nndiile, li's diverses valeurs de la variable 
et d'une ronelion (|U(deon(iue ib* eeü.e variable correspondront aux 
di\eis points d(‘ i i* pl»in. (ada posii, la lonetion restera généralement 
eontinue. non pas siMilmiienf i»our des valeurs du module renfermées 
iMilr(‘ eerfaines liiuiti's, ou, ce (|ui revimit au même, pour toutes les 
jiosilions lin point inobib' e-oiujirises i^nlrii deux e.ercles concim- 
Iriijues, mais pour tous les svsièmes di* valeurs du module et de 
rarguiiHMil <jui salisIVronI ii mM-taim's eondilions, c’('st-à-dire pour 
toutes les posilionsdu point niobib' comprises entre certaines courbes. 
Or je prouve mainlmtant iiiii' ces coiirbi's indiijuent |)récisément les 
limites entre l(‘M(Uidl<‘s sulisisie ré()uation iiu’on obtient mi égalant la 
fonction ii zim’o; en d’aittri'S l(‘rmes. Je prouve que ces deux courbes 
indiiiueiil précisêmiMit la région du |)lan |)our biquidle subsiste la for- 
mule, région (jui se trouvait nolablmniml restreinte quand on avait 
recours aux tliéoriMues énoncés dans les précédents Mémoires, c’est- 
ii-dire (piand on substituait au .syslinm^ des deux courlxis dont il s’agit 
le sysiétiH* de deux eercli's concentri([U(‘S tracés de manière à ne point 
eoiqier les diMix courbes. 

Parmi les résultats importants qu(' je déduis de mes nouvelles for- 
mules. il en est un (jii’il un' [tarait utile d(î signaler. 

On sait (fue les séries jus(|u'à ce jour employées en Astronomie ne 
permettent jias de caleubMX sans un travail pénible et souvent inexé- 
cutable, les perturbations [ilanélaires d’un ordre un peu élevé. Je 
substitue il e(>s séries des séries nouvelles, dans la composition des- 
ijnelles entre nu nouvel élément ou [taramètre digne de remarque et 
que je vais iadiipier. 

Concevons que l’on représente par deux lettres distinctes les deux 
exponentitdles trigoiioinétriques variables qui ont pour exposants les 
anomalies excentriques de deux planètes. J^a distance de ces planètes, 
exprimée à l’aide des deux lettres ou variables dont il s’agit, étant 

(JMtn*res tir (\ * S. I, t. IX, ^ 
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égalée à zéro, fournira une équation algébrique qui sera du quatriè] 
degré par rapport à chaque variable; et, si l’on résout cotte équati 
par rapport à la première variable, une seconde équation algébriqi 
qui ne renfermera plus que la seconde variable, aura pour racines 
carrés des différences entre les racines de la première équation, 
celle des racines de la seconde équation qui offrira le plus grand n 
dule au-dessus de l’unité sera précisément l’élément principal < 
entrera dans la composition des nouvelles séries, dont les div 
termes dépendent tout 'a la fois de ce nouvel élément et de ceux ( 
ont été jusqu’ici considérés par les géomètres sous le nom iVéléme 
ellipticjues. 

Analysk. 

§ I. — Considérations générales. 

Nous commencerons par établir la proposition suivante : 

Théouème T. — Soit 

X -z=z rer v'"- ^ 

ime ixiriable réelle ou imaginaire, dont le module r et V argument p po 
ront être censés représenter dans un plan les coordonnées polaires d 
point mobile P. Soit, de plus, f(^) une fonction de la nariable x, 
demeure continue, par rapport à cette variable, pour toutes les posili 
que peut prendre le point mobile dans une certaine région du plan c( 

piise entre deux courbes continues abc..., ABC Enfin, supposons q 

dans le cas où le point mobile occupe, ou une position particulière con 
pondante à des valeurs déterminées de r et p, ou des positions voisines 
fonction f (^) soit développable en série comergente, ordonnée suivant 
puissances entières de x-, en sorte quon ait alors 

) f ( . . . <y__2 “H ci—i X ^ -4— Qçf — 1 — Ui X — i— a^X" -f- . . . 

ou, ce qui revient au même, 

(2) f(^) 

la somme qu indique le signe 2 s étendant à toutes les valeurs entiè^ 
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positives, nulle et négatives de n, et les deux modules ou le module unique 
de la série, dont le terme général est a^x", étant inférieurs à l’unité. 
L’équation ( 2 ) /ae cessera, pas de se vérifier si l’on fait varier par degrés 
insensibles la position du point mobile P, pourvu que ce point reste tou- 
jours renfermé entre les deux courbes abc. . . , ABC. . . , et que, pendant la 
durée de son mmvement, les deux modules ou le module unique de la 
série dont le terme général est a,, .r" restent toujours inférieurs à l’unité. 

Démonstration. — Le point mobile P étant arrêté dans la position 
qui correspond aux valeurs données de r, p, nommons P' un point 
voisin de P. Soit 


(3) 


X + E 


ce que devient x quand on passe du point P au point P'. Enfin nom- 
mons P le module, et ro rargument de la différence 

x'-~ X — i. 


en sorte qu’on ait 




Si le module p, supposé d’abord nul, vient à croître, la fonction 

l'(.r +• t ) 

restera fonction continue de tant que ce module ne sera pas assez 
considérable pour que le cercle décrit du point P comme centre, avec 
le rayon p, rencontre l’une des courbes abc..., ABC...; et alors on 
aura 

(4) + 

Si, dans cette dernière formule, on substitue la valeur de f(x), tirée 
de l’équation ( 2 ), on trouvera 


(5) 


a,, 




n{n — T ) 


1 . 2 




Si maintenant on développe les sommes que renferme le second 
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membre de la formule (5), on verra le second membre se transformer 
en une série double dont le terme général sera de la forme 

n(n. — — w+i') 

-A > Z_i 

I . 2 . . . 

n désignant une quantité entière positive, nulle ou négative, m un 
nombre entier, nul ou positif, et le rapport 

n{n — — /n-i-r) 

I . 2 . . . z 

devant être remplacé par l’unité pour une valeur nulle de m. Il y a 
plus : cette série double sera précisément celle qu’on obtient quand 
on développe la somme 

attendu qu’on a généralement 

I J .2 

Donc l’équation (5) pourra être réduite à la formule 

OU, ce qui revient au même, à la formule 

( 6 ) i{.v') zzzlanx'", 

si la série double en question est convergente. Or c’est ce qui aura 
certainement lieu, du moins pour une valeur de p suffisamment petite, 
si, comme on le suppose, les deux modules de la série simple qui a 
pour terme général «« 0 ;" sont inférieurs à l’unité. En effet, nommons 

k et k, 

ces deux modules, k étant le module correspondant aux termes qui 
renferment des puissances positives de tr; et soit / le module de la 
variable imaginaire * 
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Les deux modules de la série dont le terme général est 



seront évidemment 



D’ailleurs le module r' étant, en vertu de l’équation (3), nécessaire- 
ment compris entre les limites 


le rapport 


/*' p, /■'-+- p, 



se rapprochera indéfiniment de l’unité pour des valeurs décroissantes 
du module p, et l’on pourra en dire autant du rapport inverse 

r 

?' 

Donc, pour des valeurs décroissantes de p, les deux modules 



de la série dont le terme général est a„x"‘ se rapprocheront indéfini- 
ment des deux modules 

K \ 

de la série dont le terme général est a,^x", et finiront, dans l’hypo- 
thèse admise, par devenir, comme k et k,, inférieurs à l’unité. Par 
suite, dans cette hypothèse, il suffira d’assigner une valeur suffisam- 
ment petite au module p de la différence x' — x, pour que l’équa- 
tion ( 2 ) entraîne l’équation (6). 

Ce n’est pas tout. Si les conditions énoncées dans le théorème 1 ne 
cessent pas d’être remplies quand on remplace x par x', alors, 
x" étant supposé très voisin de x' , on prouvera encore de la même 
manière qu’il suffît d’assigner une valeur suffisamment petite au 
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module de la dilFérence x" — x' pour que l’équation (6) entraîne la 
suivante 

(7) — 
etc. 

En d’autres termes, l’équation (2) ne cessera pas de se vérifier 
quand on y remplacera successivement æ par x' , puis x", ...; et, 
comme la limite vers laquelle convergeront les termes de la suite 

.->■> /y»t nJf 

I.C-J ... 

ne pourra être qu’une valeur de x correspondante à un point P situé 
sur l’une des courbes abc. . . , ABC. . . , ou une valeur de a? pour laquelle 
un module au moins de la série dont le terme général est a„x'‘ se trou- 
vera réduit à l’unité, nous devons conclure que, si l’on fait varier .r 
par degrés insensibles, l’équation (2) ne cessera pas de se vérifier 
tant que les deux fonctions 

f(Æ) et 

satisferont aux conditions énoncées dans le théorème I. 

Corollaire. — Si le coefficient s’évanouit, quel que soit l’indice «, 
l’équation (2) se trouvera réduite à la formule 

f(a;) — O, 

et le théorème I à la proposition suivante : 

ÏHÉoaÈME II. — Supposons que l’équation 

(8) f(^)=o 

se vérifie toujours pour des valeurs de x très voisines d’une valeur donnée. 
Si l’on vient à faire varier le module et V argument de x par degrés insen- 
sibles, cette équation (8) continuera de subsister tant que f(a7') restera 
fonction continue de x. 

On pourrait, au reste, démontrer directement cette dernière propo- 
sition et même en déduire le théorème I. 
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Si la fonction f(a;) est la différence de deux autres fonctions, il suf- 
fira d’égaler ces dernières entre elles pour obtenir une équation qui 
se confondra évidemment avec la formule (8). Donc le théorème II 
entraîne encore le suivant : 


riiKOUÈRiE III. ~ Supposons que deux fonctions de æ soient toujours 
égalés entre elles pour des valeurs de x très voisines d’une valeur donnée. 
Si l’on, vient à faire varier x par degrés insensibles, ces deux fonctions 
.seront encore égales tant quelles resteront l’une et V autre fonctions con- 
iimies (le x. ^ 


Les théorèmes précédents peuvent être facilement étendus au cas 
OÙ il s’agit de fonctions de plusieurs variables. Alors on obtient, par 
exem|)le, à la place du théorème III, la proposition suiyante : 

TiiiîonÈMiî IV. — Supposons que deux fonctions de x, y, z, ... soient 
égales entre elles pour des valeurs réelles ou imaginaires de x, y, z, ... 
très voisi/ies de valeurs données. Si l’on vient à faire varier x, y, z, . . . 
par degrés insensibles, ces deiux fonctions resteront encore égales tant 
qu'elles resteront l’ une et V autre fonctions continues de x, y, z, .... 

On pourrait, dans le théorème III ou IV, remplacer l’une des deux 
fonctions que l’on considère par la somme d’une série simple conver- 
gente; on pourrait même supposer les divers termes de cette série 
remplacés à leur tour par les sommes d’autres séries convergentes, et 
ainsi de suite. D’ailleurs la série double ou multiple qui renfermerait 
tous les termes compris dans les diverses séries simples pourrait être 
ou convergente ou divergente. Dans le premier cas, la fonction dont il 
s’agit serait ce qu’on appelle et ce qu’on doit appeler la somme de la 
série double ou multiple, supposée convergente. Dans le second cas, 
cette fonction deviendrait ce qu’on peut appeler la somme syntagma- 
tiqiie de la série double ou multiple, supposée divergente. En effet, 
puisqu’il suffit quelquefois de ranger dans un certain ordre les termes 
d’une série multiple, mais divergente, par exemple d’une série double, 
pour la transformer en une série simple et convergente dont chaque 
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terme soit lui-même la somme d’une série simple et convergente, il 
est naturel d’exprimer la somme totale à laquelle on se trouve conduit 
par cet artifice à l’aide d’une épithète propre à exprimer que ces 
termes sont rangés dans un ordre déterminé. On sait, au reste, que 
cette épithète a été déjà employée dans la langue algébrique, et appli- 
quée par M. Budan à quelques suites qu’il a rencontrées dans des 
recherches relatives à la théorie des équations. 


§ IL — Théorèmes relatifs à la détenniriatloii des coefficients que t'enferme 
le développement d' une fonction en série ordonnée suivant les puissances 
entières dUine variable. 

En partant des théorèmes établis dans le § I de ce Mémoire et dans 
les Mémoires précédents, on établira sans peine d’autres propositions 
importantes, que je vais énoncer. 

Théorème I. Soit {{x,y) une fonction des variables x, y qui t'este 
continue par rapport à ces variables, pour un module de x très tmisin de 
la limite x, et pour un module de y inférieur à la limite y. Supposons 
d'ailleurs que, dans le cas où bon attribue au facteur 0 une valeur réelle, 
positive et inférieure ou tout au plus égale à l unité, l expression 

f[^, Ô{i — x)] 

reste, pour un module de x très voisin de x, fonction continue de x et 
de ô. Enfin concevons que, pour une valeur réelle ou imaginaire de 0 
correspondante à un très petit module, on développe la fonction 

en une série simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de x; 
2 ^^ en une série double ordonnée suivant les puissances ascendantes de x 
et de et nommons 

& 

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour un 
très petit module de 6, 


(0 


A — ^ H 
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la somme qu’ indique le signe S s’ étendant à toutes les valeurs entières, 
nulle et positives de m ; mais, de plus, si l’on attribue à 0 une valeur réelle 
et positive qui ne surpasse pas l’unité, l’ équation (i) continuera de sub- 
sister, pourvu que cet te valeur positive t^érifie encore la condition 

(■>-) e<y- 

Démonstration. — Concevons que, en admettant les suppositions 
énoncées, on attribue à la variable x un module très voisin de x; 
alors, pour un très petit module de G, l’expression 

([x, 6(i — a:)] 

sera fonction continue de x et de ô. Donc alors la série double, qui 
r(q)r6scntcra le développement de cette fonction suivant les puis- 
sances ascendantes de x et de G, sera convergente, et la formule 

{[x, 0(l — ^)] 

entraînera l’équation 

A — I H 

iV/i — * 

Concevons maintenant que l’on fasse varier le facteur 0, en lui attri- 
buant une valeur réelle et positive, et que, dans la fonction 

on assigne à x un module qui différé très peu de x, en désignant d ail- 
leurs l’argument variable de x par la lettré p. Tant que le facteur 0 no 
surpassera pas l’unité, l’expression 

restera, par hypothèse, fonction continue de 0 et de x, et 1 on pourra 
en dire autant du coefficient K de a;" dans le développement de cette 
fonction, attendu que ce coefficient A, pourra être censé déterminé 

par la formule 

^ ^ J—% 


OMiti^res de C* — S. T, t. IX. 
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Donc, en vertu du théorème I du § I, l’équation 

A — 2 H 

continuera de subsister pour toute valeur réelle et positive de G qui 
ne surpassera pas la limite i, si d’ailleurs la série dont le terme 
général est 

ri 

offre un module inférieur à l’unité. Or cette dernière condition sera 
certainement remplie, en vertu d’un théorème énoncé dans la der- 
nière séance (p. 28), si l’on a 

6 <y. 

Corollaire I. — Posons 

( 4 ) — 

s désignant une constante quelconque, et la valeur de çp(æ) étant 
donnée par la formule 

(5) cp(.^) ~ (i — ax)^ (i — hx'Ÿ . , . 

dans laquelle [jl, v, ... représentent des exposants réels, a, b, ... des 
coefficients dont les modules a, b, .. . soient tous inférieurs à l’unité, 
et ^(x) une fonction toujours continue de x. Alors on pourra évidem- 
ment prendre pour valeur de x un nombre inférieur à l’unité, mais 
d’ailleurs aussi rapproché que l’on voudra de l’unité. De plus, comme 
on tirera de la formule ( 5 ) 

9(1 -y) = (i — (' - b)\ • • - 7" J’)'" — Y^yJ-- ■ — /)’ 

on pourra prendre pour y le plus petit d’entre les modules des rapports 

1 — a 1 — b 

— ^ ^ — J ...J 

a b 

et par suite la condition (2), que l’on peut encore présenter sous la 
forme 
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s(M‘a V(''i’ifiée si l('s rapports 

aO . ùO 
ï~a’ 

oilrciit (ous (l(‘s uKtdulos infériours à l’unité. Donc elle sera vérifiée 
pour une vali'ur de 0 réidle, positive et inférieure ou tout au plus 
éj^al<* à ruiiité, si h's modules des rapports 


sont (ous inférieurs à riindé. Entiii, e,e((.e condition étant supposée, 
rempli!', ou peu! alliriner (|U(', [loiir un module de a: inférieur, mais 
sensildeinenl éj'al à i, et [loiir uikï valeur de 0 positive, mais infé- 
rieun' on (ou( au plus éjjrale à runilé, la valeur de 

fl./-. 0 (,- .r)], 

déterminée' jiar !(' système d('s formules . 

f I .r, 0(i ■ ./’)! (ï — .r) ^ 9(1 — 0 - 1 - 0a‘), 

0 i o.n t. « 1 I J' (‘“ I 

r<*sfc‘ra fonrtion rontinui^ di^.r (*f, <l(‘, 0. l{ir(Udi pour démontrer 
relte asscudion, il suHira évideuirrHuit <lc faire voir ([ue l(\s rapports 

aO.r bOa' 

I ,l \ „ll'' x—h-A- h(j' 

olîriront (ous des moduh's inférii'urs à runi(,é. Or, en premier lieu, le 
module de .r étant su[»i)osé très voisin <le runité, les rapports (7) se 
confondront sensihh'inent avec les suivants 

<tr) _ hO 

\ ^ a. \ I ~h bO^ 

ou, ce qui revient au même, avec les rapports 

nO hO 

_ô)’ i-èo-d)’ 
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D’autre part, le module a de a étant inférieur à l’unité, le rapport 

aQ 

I — a{i — 0} 

offrira un module égal ou inférieur à la fraction 

a9 I 

a 

par conséquent égal ou inférieur à la fraction 

T 

I — a ~~ 

TH 

a 

Donc les modules des rapports (8) seront respectivement inférieurs 
aux nombres 

a, b, .... 

Donc, si, en supposant la fonction î(x,j) déterminée par le système 
des formules ( 4 ) et (5 ), on nomme 

et. 

les termes généraux des développements de la fonction 

suivant les puissances ascendantes de la seule variable x ou des deux 
variables ô, x, calculés pour le cas où le module de 0 est très petit, et 
le module de x, inférieur, mais sensiblement égal à Tunité, non seu- 
lement on aura, pour de tels modules de x et de 0, 

A — 2 H 

w AM-myH ^ > 

mais, en vertu du théorème I, l’équation précédente subsistera encore 
pour toute valeur positive de 0 qui ne surpassera pas l’unité, pourvu 
que chacun des rapports 

a b 

, J ^ ... 

I — a I — b 

offre un module inférieur à l’unité. 
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Corollaire IL — Si, dans la formule 


on suppose le nombre 0 réduit à l’unité, cette formule deviendra 


A;i ^ 

Alors aussi la fonction 

î[x, 6{l — Æ-)] 

se réduira simplement, en vertu de la formule (4), a la fonction F(.r ) 
déterminée par l’équation 


F(a;) = (i — a;)~^<s{.v). 

delà posé, le corollaire I entraînera évidemment la proposition sui- 
vante : 

Théokème il — Soit F(a;) une fonction de x déterminée par le système, 
des formules 

( F(a!) = — 

(q) ■ 

( ~{i — ax)v- {ï — bx)'' . . .tl>{x), 

dans lesquelles s désigne une constante quelconque, p., v, ... des expo- 
sants réels, a, b, ... des coefficients dont les modules sont inférieurs à 
l'unité, et 9{x) une fonction toujours continue, de x. Soit, de plus, k„ 
le coefficient de x"- dans le développement de F(a;) calculé pour un module 
de X inférieur à U unité, et nommons y la variable complémentaire de x 
déterminée par l’ équation 

y = l — X. 

Non seulement on pourra présenter la valeur de F (a;) sous la forme 

mais, de plus, au développement rfc ç(i — y') suivant les puissances ascen- 
dantes de y correspondra un développement de kn, qui sera convergent et 
représentera la valeur même de A», si les rapports 

a b 

■ y I ^ * 

1 — a 1—6 


offrent tous des wiodulcs i/ifcrieurs ci l uTiilc» 
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Corollaire. — Comme, en développant <p(i — y), on trouve 

?(i -y) — ^(- 0'" J 7''‘> 

comme on aura d’ailleurs évidemment 

la valeur de [s]^ étant 

r n __ s{s -i- i). . .(s -h n — i) 

il suit du théorème I que si les modules des rapports 

a b 

, ^ ... 

I — a I — b 

sont tous inférieurs à l’unité, on aura 
(10) A„ = 2(— — 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs nulle 
et positives de m, et le produit i.2.3...m devant être remplacé par 
l’unité dans le cas particulier où le nombre m s’évanouit. 

On pourrait, dans les théorèmes qui précèdent, substituer à la va- 
riable complémentaire de æ, déterminée par l’équation 

y = i — x, 

le rapport - des deux variables complémentaires 

X et I — X, 

Alors, à la place du théorème I, on obtiendra la proposition sui- 
vante : 

Théorème III. — Soit 

f{^. J) 

une fonction des variables x, y, qui reste continue par rapport à y, pour 
un module de x très voisin de x, et pour un module de y inférieur à la 
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limite y. Supposons d'ailleurs que, dans le cas où U on attribue au fac- 
teur ô une valeur réelle, positive et inférieure ou tout au pim égale à 
r unité, l'expression 

reste, pour un module de x très voisin de x, fonction continue de x et 
de 0. Enfin, concevons que, pour une valeur réelle ou imaginaire de 6 cor- 
respondante à un très petit module, on dé^peloppe la fonction 

1 *^ en une série simple ordonnée suivant les puissances entières de x\ 2 ^ en 
une série double ordonnée suivant les puissances entières de x et suivant 
les puissances ascendantes de^\ et nommons 

TT ^Ti 

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour un 
très petit module de 

(II) A„ = 2H„,.„Ô"S 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, 
nulle et positives de m, mais, de plus, si l’on attribue à 9 une valeur réelle 
et positive qui croisse à partir de zéro,, sans devenir supérieure à l’unité, 

’ l’équation (i i) ne cessera pas de subsister, pourvu que l’expression 

(« 2 ) 

ne cesse pas d'être fonction continue de 9, dans le cas ou, en représentant 
parla lettre z une nouvelle variable dont le module soit précisément y, on 
assigne à 0 une valeur réelle ou imaginaire dont le module ne surpasse pas 
l'unité. 

Démonstration. — Concevons que, en admettant les suppositions 
énoncées, on attribue à la variable x un module très voisin de x. 
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Alors, pour un très petit module de ô, l’expression 



sera fonction continue de x et de 6. Donc alors la série double, qui 
représentera le développement de cette fonction suivant les puis- 
sances ascendantes de x et de ô, sera convergente, et la formule 

X, 5 j = 2 A„ x" - E H„,.„ 


entraînera l’équation 

\ — E FI 0"' 

rs.fl — ^ • 

Concevons maintenant que l’on fasse varier le facteur 0, en lui attri- 
buant une valeur réelle et positive, et que, dans la fonction 



on assigne à x un module qui diffère très peu de x, en représentant 
l’argument variable de x par la lettre/». Tant que le facteur 0 ne sur- 
passera pas l’unité, l’expression 


# 




) 


restera, par hypothèse, fonction continue de G et de x, et l’on pourra 
en dire autant du coefficient de x'^ dans le développement de cette 
fonction, attendu que ce coefficient A„ pourra être censé déterminé 
par la formule 


(r3) 




dp. 


Donc, en vertu du théorème I du § I, l’équation 

A„ = 2H„,„0"‘ 


continuera de subsister, pour toute valeur réelle et positive de 6 qui 
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ne surpassera pas la limite i, si d’ailleurs la série dont le terme 
'fénéral est 

ïf 0'^^ 

»> W,« 

(ill'iu' un moduh^ inierieiir à l’unité, ou, ce qui revient au même, si 
c.elR' série ne <‘ess(î d’être conYerg(mte que pour une valeur de ô su- 
péri(‘ure à l’unité. Or il suit, d’un tliéorîmie énoncé dans la séance du 
lo février, (jue e.('t((' derniîua^ c.ondition sera généralement remplie, si 
le dévt'l()pp('ni(Mit d(‘ la l'onelion 



resttï Ini-niènn* (a>nv(‘rg{Mi(, ave(^ la séri(i modulaire correspondante, 
pour toute vaUmr dt' ô <lont li' module est y- Donc cette mênie condi- 
tion sera reniplii', si r<'X[U'ession 



reste Idiu'tion continue d(' 0, pour toute valmir réelle ou imaginaire 
de 0 dont le modiih' lu^ surpass('. [»as l’unité, (U pour toute valeur de s 
<jui oll'n* un module égal à y. 

('orolhtirc /. Posons 

(I.i) t(.c, V) .rr * 9 (.r)x('-i- j), 

.V désignant une constant»' ((ueicoiuiue, <'t l('s valeurs de o{x), yX^) 
étant déti'rminées par les Idrmules 

((.')) 9 (.c) - (t— ■o.r)!'- (r — />.r )''... 

(lU) X(./-) (I — X(.*), 

dans les(juell(‘s [ji., v, ..., ix', v', ... représentent des exposants réels 
a, /;, . . ., a', h', . . . des coeni(‘ieuts dont les modules .sont inférieurs à 
l’unité, ('t<i>( .u), X(.r) deux fonctions toujours continues de x. Alors 
on pourra {)ren(lr(‘ [mur vali'ur de, x un nombre inférieur à l’unité, 

OKavtet (h C. — S. l, l. IX, -/ 
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mais aussi rapproché de l’unité que l’on voudra. De plus, comme on 


aura 


+ J) = (I - «r (■ - • • (— 7^)'"’ ('- • • -xtr +7), 


on pourra prendre pour y le plus petit d’entre les modules des rap- 
ports 

\-a’ ï — b' 

^ ^ ***; 


et alors )r(n-3) restera constamment fonction continue de z, pour 
un module de s égal à y. Enfin, comme on aura 


et 

9 = (y + 5)-^-v--[y + (, - [y + ( i _ Z<) Ôp . . 

il est clair que, pour un module de ;; égal à y, et pour une valeur de 0 
positive, mais inférieure ou tout au plus égale à l’unité, l’expression 


restera fonction continue de 0, si y surpasse, non seulement 0, mais 
encore les modules des produits 

et, à plus forte raison, si y surpasse, non seulement l’unité, mais 
encore les modules des différences 


_.y_ 

y-)-Ô 


X(' + -) 


Donc l’expression 


I — a, I — b, 



restera, dans l’hypothèse admise, fonction continue de 0, si chacun 
des rapports 

I T — a I — b 

— , y , ... 


y 


y 
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üfïre un module inférieur à l’unité, ou, ce qui revient au même, si les 
rapports 


et les produits de ces rapports par les différences 
(•S) ï — a,i—b,... 

offrent tous dos modules inférieurs à Tunité. D’ailleurs, cette condi- 
tion étant supposée remplie, on prouvera sans peine, par des raison- 
nements semblables à ceux dont nous avons précédemment fait usage 
le corollaire II du théorème I), que l’expression 

lu'stera fonction continue de x et de 6 pour un module de x inférieur, 
mais sensiblement égal à i, et pour une valeur positive de 6 qui ne 
surj)assc pas l’unité. 

Corollaire H. — Si, dans la formule (i i), on réduit O à l’unité, cette 
formule donnera simplement 

Â/t — 2 Iï/H,rt' 

D’ailleurs, quand on pose 0 = i, la fonction 

se réduit a 


et la formule (i4) donne 

Cela posé, les principes établis dans le théorème III et dans son corol- 
laire I entraînent évidemment la proposition suivante : 

Tiikouème IV. - Soit F (ai) une fonction de x déterminée par le sys- 
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terne des formules 

(19) F(j;)=:(i — 

j9(jr)i=:(i — ax)^ {1 — b x)'^ , . . ^ {x)j 

I 

( — (i “ a'x)\^' {i — ¥xY . . . X{x), 

dans lesquelles s désigne une constante quelconque, v, . . . , [i.', v', . . . 
des exposants réels, a, 5, . . . , a', . . . des coejjicie/its dont les modules 

sont inférieurs à l’unité, et $(ir), deux fonctions toujours con~ 

tiniies de x. Soit de plus A,^ le coefficient de x^^ dans le défeeloppement de 
la fonctionY(^x^ en série ordonnée suivant les puissances entières, posi- 
tives, nulle et négatives de x. Enfin nommons y le rapport des iKiriables 
complémentaires 1 — x et x, en sorte quon ait 

.1 — X 


Non seulement la valeur de F (^) pourra être représentée sous la. forme 

(21) F(x)=:(i--xY'^ co{x) x(i+ 7 ); 

mais, de plus, au développement de y (1 + 7 ) en série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de y correspondra un développement de qui 
sera convergent avec la série modulaire correspondante, et qui représen- 
tera la valeur même de A^^, si les rapports 

a' N 

I — a' ’ I — 

et les produits de ces mêmes rapports par les différences 

1 — a, i — b, ... 

offrent tous des modules inférieurs à V unité. 

Corollaire L — Chacun des rapports 

N b' 
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offrira certainement un module inférieur à l’unité, si chacun des coef- 
ficients offre un module inférieur à -• 

2 

Lorollaire IL — Comme, par hypothèse, chacun des coefficients 

a, b, ... 

offre un module inférieur à l’unité, il en résulte que chacune des dif- 
férences 

I — i — b, ... 

offre certainement un module inférieur à 2 . 11 est aisé d’en conclure 
que les conditions énoncées dans le théorème IV seront remplies, si 
les modules des coefficients 

a', b', ... 

sont tous inférieurs, non seulement à -> mais encore à Alors, en 

2 3 

ellét, chacun des rapports 

a' _ b' 

I — a'^ I — 

oiï'rira un module inférieur à p d’où il suit que les produits de ces 
memes rapports par les différences 

I — a, I — ... 

olfriront tous des modules inférieurs à l’unité. 

Dans un prochain article, je développerai les conséquences impor- 
tantes qui peuvent se déduire en Analyse, et surtout en Astronomie, 
des propositions et des formules généi’ales que je viens d’établir. 
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280 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les séries synlagmatiques et sur 
celles qu’on obtient quand on développe des fonctions d’une seule 
v>ariable suivant les puissances entières de son argument. 

C. R., T. XX, p. 463 (24 février i845). 

Il arrive souvent que les termes d’une série double et divergente 
peuvent être groupés entre eux de telle sorte que les termes renfermés 
dans chaque groupe forment une série simple convergente, et que 
les sommes des séries simples correspondantes aux divei’s groupes 
forment à leur tour une autre série simple convergente comme les 
premières. Les séries triples, quadruples, . . . , lorsqu’elles sont diver- 
gentes, peuvent fournir matière à de semblables observations. Ainsi, 
une série multiple et divergente pourra quelquefois se transformer en 
un système de séries simples et convergentes de divers ordres, c’est- 
à-dire en un système dans lequel plusieurs séries de même ordre for- 
meront, parleur réunion, une série de l’ordre immédiatement supé- 
rieur. La série simple de l’ordre le plus élevé donne alors pour somme 
la somme totale des termes de la série multiple, ajoutés les uns aux 
autres, non pas dans un ordre quelconque, mais dans un ordre déter- 
miné. Pour exprimer cette circonstance, comme nous l’avons déjà 
dit (page 89), nous désignerons la somme dont il s’agit sous le nom 
de somme syntagmatique. Lorsque la série multiple proposée sera 
ordonnée suivant les puissances entières de plusieurs variables, nous 
supposerons communément les divers termes groupés de manière que 
. chaque série simple se trouve ordonnée suivant les puissances entières 
d’une seule de ces variables. Si la série multiple devient convergente, 
la somme syntagmatique se confondra évidemment avec la somme 
unique de cette même série. 

Pour abréger, nous appellerons séries synlagmatiques les séries qui 
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adniottent des sommes syntagmatiques. Leur théorie, comme celle 
des séries convergentes, se trouve intimement liée à la loi de conti- 
nuité des fonctions; et 1 on peut établir à ce sujet des théorèmes qui 
paraissent dignes de l’attention des géomètres. Le premier paragraphe 
du présent Mémoire a pour objet la démonstration de plusieurs de ces 
théorèmes, et en particulier de ceux que je vais indiquer. 

Concevons qu’une fonction de plusieurs variables reste continue 
quand on attribue aux modules de ces variables des valeurs qui dif- 
fèrent très peu de certaines valeurs déterminées. Alors la fonction 
sera développable en une série multiple et convergente ordonnée 
suivant les puissances entières des variables. Mais ce développement 
pourra changer de forme, si l’on vient à changer les valeurs dont il 
s’agit. Supposons, pour rendre le raisonnement plus facile à saisir, 
que l’on fasse varier les modules par degrés insensibles. La forme du 
développement de la fonction en série convergente restera générale- 
ment la même, tant que les variations des modules n’empêcheront 
pas la fonction de rester continue pour des valeurs quelconques dos 
arguments des variables. Quand cette condition cessera d’être. rem- 
plie, la série trouvée pourra devenir divergente; mais elle ne cessera 
pas d’être une série syntagmatique, dont la somme syntagmatique 
sera la fonction elle-même, si les variations des modules permettent 
du moins à cette fonction de rester continue pour des valeurs des 
• arguments comprises entre certaines limites. 

Il importe d’observer que, dans les séries convergentes ou syntag- 
matiques dont nous venons de parler, un terme proportionnel à des 
puissances entières données des diverses variables offre une valeur 
complètement déterminée. Si, pour calculer le coefficient de ces puis- 
sances, dans les termes dont il s’agit, on veut développer la fonction, 
en attribuant aux variables des valeurs telles que la série obtenue 
reste convergente, on pourra, il est vrai, y parvenir en effectuant des 
développements successifs correspondants aux diverses variables et 
en suivant dans cette opération un ordre qui sera complètement arbi- 
traire. Mais cet ordre n’aura aucune influence sur la valeur du coeffî- 
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oient, représenté généralement par une intégrale multiple dont la 
valeur est complètement déterminée. 

Il est bon de rappeler encore ici une observation déjà faite à la 
page 120 ('), savoir, que, pour la rigueur des démonstrations, on doit 
supposer remplie une condition qui, à la vérité, l’est généralement. 
D’ailleurs, on préviendra toute objection en écrivant, dans chaque 
théorème où il s’agit d’une fonction assujettie à rester continue, que 
cette fonction doit demeurer telle avec ses dérivées du premier ordre. 

Le second paragraphe du présent Mémoire a pour objet la série 
qu’on obtient quand on développe une fonction de la variable x 
suivant les puissances entières de l’argument de cette variable. Je 
remarque d’abord que chaque puissance entière de la variable est 
le produit de la puissance semblable du module par une exponen- 
tielle trigonométrique toujours développable suivant les puissances 
entières de l’argument. Il en résulte qu’à un développement de la 
fonction, en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la 
variable, correspond toujours, sinon un développement convergent, 
du moins un développement syntagmatique de la même fonction on 
une série double ordonnée suivant les puissances entières de la 
variable et suivant les puissances ascendantes de l’argument. Mais, 
si l’on réduit cette série double à une série simple ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de l’argument, la série simple ainsi 
formée pourra être ou convergente ou divergente. Elle sera certaine- ’ 
ment convergente si la série double est convergente, et deviendra géné- 
ralement divergente si la série double est seulement une série syntag- 
matique. Je montre, dans ce dernier cas, comment on doit s’y prendre 
pour substituer à la série devenue divergente une série convergente. 
Les formules auxquelles je parviens prouvent que très souvent on peut 
se servir encore des premiers -termes de la série divergente pour cal- 
culer des valeurs très approchées de la fonction que l’on considère. 


(») OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 4i5. 
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Analyse. 


5:5 1. — S(fr 1rs sénés sytilai^inaLùjues, 


N (HH molis 




phisiinirs varia!)l(‘s doml h^s niodnlos soient 


(‘I représentons par 


X, .V, Z, ... 
Tf V, . . . ) 


une roii(‘(ion (Ic‘ a\ \% z Si (*(*tle Ibnetion r(‘s((‘ eontiiuu^ par rap- 
port aux variahl(‘s .r, )% dans \r voisinafi;(‘ de c(ud,ain(‘.s valiuirs 

[)arfi(‘uliéres attrilniées à l(*urs modules x, y, z, alors, pour des 
valeurs des modules très voisiiH‘s <l<‘ (adl(‘s dont il s’aj^nt, la Ibnetion 
sera dév(‘lo[»pabIe (*n séri(‘ <u)nver^umt<‘ ordonnée^ suivant l(‘s puis- 

san(‘es ase<‘ndan((‘s de ,r, y, (TrM, en (dlet, ec^ (jm‘ Ton peut 

déîmmtrer à raid<* d(*s eonsi<léralions suivanl<‘s : 

Suppos(ms d'abord, ptuir plus d(^ simplie.ité, (\ui\ la fbmîtion 

l'i .t\ r, Z, . . . ) 

soit i\v la (brme 


n I f(,r, y, Z, 

( tf .r j {O ■ v) (r Z). . . 

(i, /^ f\ ... désij^nant d(‘s <‘ons(anl(‘s, rétdb^s ou ima^nnaires, dont les 
modules soiemt 


a, la e. 


(loiïHm» (ui aura ptmr x < a, non seubmumt 


a ‘a- a ea 

a \ 

mais euecme 

. . * ....... • : ff ■ I a ■ - X a " -H . . . , 

// .r 


OA’Wü'/V'A tif> 


s. r i. IX. 


.s 
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et pour X > a, non seulement 

— 1 — — — X-'— ax~*— a^x-^. . 

a — X 

mais encore 

— 1 
a — œ 

il est clair que, si aucune des différences 

a — X, b — y, c ~ 2, ... 

ne se réduit à zéro, la fonction (i) sera toujours développable en une 
série multiple convergente ordonnée suivant les puissances entières 
de X, y,::, , avec la série modulaire correspondante, dont la somme 

sera feprésentée par la fraction 

I . 

(a — X) (b — .y)(c — Z). . . ’ 

Supposons maintenant que la fonction î{x,y,z, ...) ne soit plus 
de la forme qu’indique l’équation (i), mais qu’elle reste continue par 
rapport aux variables x, y, z, ... tant que les modules x, y, z, . . . de 
ces variables ne deviennent pas supérieurs, le premier x, à une cer- 
taine limite a, le second y, à une certaine limite b, le troisième z, ii 
une certaine limite c, Alors, en désignant par 


U, (>, . . . 

de nouvelles variables dont les modules sont précisément 


par 


a, b, c, 
9> X’ 


les ax’guments de ces nouvelles variables, et par N le nombre des va- 
riables X, y, z, ..., on aura, non seulement pour une fonction f(x) 
de la seule variable x, 


f(x) = 



f(u) d(q, 


( 2 ) 



i:xTii.\iT N ’ mi 


5 î) 


liiais (‘iH*oïa‘ 


^ ' * -rr ’ - -rr rr 


i/viv. . . lï i/, i\ tr, . . . ) 

{(/. - ./■) U’ v).. 




Or il suit itnnié(liat(‘iH(‘nl (l(^ la lorauih^. (3 ) : r' ([lus dans Hiypodirsi' 
adinisis la fnnrdon c., ...) srra drv(dn|)|>al)lr, avn(‘ Ir rajipoîi 


1 

( // .r U V' .>■ .) r. ) ' 

<‘11 snri(‘ cnîivin’j^inilr ordonnée» suivant h‘S pnissainn's rntüna's <1«‘ 
•t\ \\ Z, (|U(‘ 1(‘ (i‘rnH‘ prnporlinïiind ;i 

/■O v". . 

dans l(‘ d(‘*v(d<ïpp(nn(‘n( d(‘ l'( .r, >% srra 

/■ >.f yitt 

. . . Ÿ 

la valeur de Xv,,„ „, ,, é(an( 


I 1 1 /'i.h 


yjflf 


Il ' e "' te "... !'( //, c, ir, . . . ) /Ay ily il ']^ . . . . 


Si, (laii.s e(*t(e <lerni(*i‘(' é(|iialioii, oii remplaee u, e, ir, ... (lar 
.r, 3 , . . . , alors, en iioitiiiiaiil rarj^imiiMit de .v, p rarf^qiiiu'iil d(' _)', 

p" rarguiu(‘i)( d(> 3, 011 Iniiivera 






^ y :: z, . , . ) tip' (lp'\ . . . 


I)’aill(‘iirs, pour obtenir eell<‘ dernière Ibriniile, il siillil, évidiunnuMit 
de siippo.s{‘r (jU(“, parmi procédé (jnelcon((ne, on est parvenu à déve- 
lofiper ft .c, V, 3 , ...) suivant les puissances entières di- .r, 3, .... 

de manière à obtiuiir une éijiialion de la forme 

^ (o’, • . * ) ^ ^ itin ,11 ,.,. y'*’ , 

la somme ({u’indiipiele signe ils’étendaut à loul.(‘s les valeurs entii-res 
et positives de l, m, n, .... et qu’ensuite on intègre, par rapjmrt aux 
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angles tp, / , ’j/, . . . , entre les limites — -n:, + 71 , les deux membres de 

l’équation (6), multipliés par le produit dp dp' dp" 11 en résulte 

que le coefficient Z/, offre, avec l’intégrale comprise dans le second 
membre de la formule (5), une valeur complètement déterminée et 
indépendante du procédé suivi pour le développement de z-, 

en une série multiple. Donc, si cette série multiple est fournie par 
des développements successifs, dont chacun se rapporte à une seule 
variable, elle restera identiquement la même, quel que soit l’ordre 
dans lequel on ait effectué les diverses opérations. 

Observons encore que, en vertu de la formule (4), le module du 
coefficient sera inférieur au rapport 

s 

si l’on représente par s le plus grand module que puisse acquérir l’ex- 
pression 

^{u, (f, . . .) = f(a eïv'"', bexV^, ...), 

considérée comme fonction des angles ®, X’ ‘f’’ Donc, par suite, 

les divers termes de la série multiple fournie par le développement de 
îÇx, y, Z, ...) offriront des modules respectivement inférieurs aux 
termes correspondants du développement du produit 

,oN S 

^ (a — X) (b — yj(c — Z)... ■ 

Supposons à présent que la fonction î{x,y, z, ...) reste continue 
par rapport aux variables x, y, z, . . . , tant que les modules 

X, y, z, ... 

de ces variables ne dépassent pas les limites supérieures 

a, b, c, ... 

ou les limites inférieures 

a,, b,, c,j .... 

Dans cette hypothèse, on se trouvera de nouveau conduit à des con- 
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clusioiis ))ar<‘ill(‘.s ii colles (fiu; nous avons iotli(|ué(is; et, pour les 
établir, il siillira (!(> substituer aux équations (2) et (3) des équations 
analogvK's (jiii S(u-viront encore à transformer en intégrales définies 
f( .r ) (>l f( a', . . . ). Si Ton r(‘présente par 

ir„ . . . 

CA' (ju(‘ devi('nn(‘nt b's variables 

", e, ir, ... 

(|uaud ou y rem|)laia' b's luodub's 

a, il, ... 

par les modules 

a,. II,, • • • , 

la t<ir'tnule 1 ■>, ). (mi particulier, di'vra et.ia* reniplaeéi' par la suivante 

(;»' f ' ' j 

'■7t . " ■' ■•ITt./ U, .V ' ' " 

« *■ TC ' 

de laquelle on déduira .sans p<‘iue ré(|Uation (pii devra être substituée 
il la formule ( i ). .Vlors aussi la somme (pi’iudiijue le signe iü dans la 
lormule ( () ) devra être étendue à des valeurs entiîires <pi(d(;onque.s de 

/, ///, // lùilin, dans les ex|)ressious ( 7 ), ( H), -s devra représenté’ 

le plus grand module ipie r(‘xpr(‘ssion 

I l //» \\\ . . . )♦ 

coinrup lonclioii (l<‘s aa}^l(‘s y, 'ji, ...» puisse. ac(|iiorii\ 
«jiiaiid on afîribiK* ;i la variabh^ n nn dos tnoduI(‘s a, a^, a la variahh'. ç 

un dos iiHMliîI(*s h. à la variahio n* un d(‘s inodul(‘S c, (avia 

poso, on pourra évidionnnnît ônoinao’ la proposition suivanb^ : 

TuroiirMî: I. 

./*, s, 

fin' varùihirs do/ii ies morùiirs soir/if 


X, î'- 
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Représentons par î^cc, y, r-, . . .) une fonction de ces variables, et suppo- 
sons (pie cette fonction reste continue pour toutes les valeurs des modales 

X, y, Z, ... 


qui ne dépassent pas certaines limites supérieures 

a, b, c, ... 

ni certaines limites inférieures 

^/j b/, .... 

Non seulement, pour de telles valeurs des modales x, y, z, ... ,la fonction 
sera développable, suivant les puissances entières des t^ariahles x, y, , 
en une série multiple et convergente qui sera unique, et conservera tou- 
jours la même forme, mais, de plus, les divers termes de celte série offri- 
ront des modules respectivement inférieurs aux modules des termes cor- 
respondants de la série convergente que fournit le développement du 
produit 



$ désignant la plus grande valeur que puisse acquérir U expression 

î{x,y, Z, ...), 

considérée comme fonction des arguments des diverses variables, quand 
on attribue à la imriahle x un des modules a, a^, à la variable y un des 
modules b, b^, à la variable z un des modules c, c^, .... 

Corollaire I. — Lorsque, la fonction ï{x,y,z, ...) étant dévelop- 
pable en série convergente, on désigne par 


le coefficient du produit 


y^Z^ . . . 


dans le développement, on a 


(II) 


y, Z, . . .) = 
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l(‘s soiïunalions <|irin(Ii(jU(î le sii^ne 2 s’étendant a toutes les valeurs 

(uilières, positivais, uull(‘ et négatives (l(is exposants /, ni, n, Pour 

lix(‘r l(‘s idé(‘s, nous suppos(‘rons dorénavant les sommations relatives 
aux (liv(‘rses variabli^s, ou, e<^ <|ui revi(Mit au meme, les sommations 
ndativi^s aux divers indiees (dle<*tué(‘s successivement, et Tordre 
<lans I(MiU(d les variabh^s s(‘ront é(‘rit(‘s indiqiu'ra Tordre dans lequel 
l(‘s sommatioïis siéront elbadiu'u^s. Ainsi, (mi |)articülier, si les variables 
.r, r, . . . s(^ réduisent à (bmx, nous (Muploiiu'ons la formule 

I l’V) fl, .r, .)• ) .r*' 

poui- expriuHM’ qu(* la fone(ion l‘(.r, r) résulle d(‘ <l(uix soinmalious 
surr(‘ssives r(da(iv(‘s, la premièn^ à la variabb' æ, la s(‘c.ond(‘ ii la 
variabb‘ >% ou, ce (jui r(‘vieut au ménns pour exprimer (jin^ la fonction 
f(.r, V) (‘s( la somme ddiu(‘ séri(* simpb' oi eonv(U'g(Md(‘ ordonné(‘ suiv^int 
b s puissauei^s ase,(*ndaules dv y, don( cJia(|ue ((‘rm(‘ (‘st à son tour ta 
somuu* d’um» séri<‘ simpb* et (*onv(n"g(‘ut(‘ ordonné(‘ suivant les puis- 
sancM‘s asc{‘ndant(‘s dv Au (‘oiitraire, nous nous s(U‘virons d('. la for- 
mul(‘ 

n.h l’i •/%,»') 

p(mr (‘xprim<‘r que la fomdion f( .r, r ) est la soimm^ (Tun(‘ séri(‘. simpl(‘ 
(*l ccmvc*rgenl(» ordonnée suivant les puissaïuu's as(a‘ndant(‘s d(‘. /r, 
d«mf cbai|ue ierme (‘sl lui-mèfue la sornim^ d’uut^. séri(‘ sim|)le (d- eon- 
verg<mf<^ urd<uînée siïivant les puissanr<is as<‘.(‘ndaut(‘s de r. Il est bon 
d’observer que, lors<)ue, au li(*u d(' nnuontcu* d(^ la séri(^ double ou 
multiple ît la bmelion f*{ .r, v' ) ou lï.r, ), on iaMl(‘sc(md d('. cette 

fonelion h la série multiple par unesuib* (b^ dév(d(q)[)ean(mts parti(ds 
dont elmeuu se rapport(‘à une seule variable, mis dév(d()|)pements par- 
tiels se présenleut dans un ordre inv(n’S(’i d(^ (‘clui suivant bu|uel b^s 
sommalioîis élaiimt eflectuées, b‘ [)nnni(‘r (lév(d()ppeinent devant étr(‘ 
évidemment relatif à la série simple du rang b^ plus éb^vé. Obsc^rvons 
encore <jiîc% la séfi(‘ multiple étant su[)posé(i conv('rgente, Tordre 
dans bujücd les diverses sommations seront (‘fléeliuM^s n’aura aucune^ 
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influence sur leur résultat définitif. Ainsi, par exemple, s’il s’agit 
d’une série double, les formules ( 12 ) et (i3) entraîneront immédiate- 
ment la suivante 

Corollaire IL — Jusqu’ici nous avons supposé que les modules x, 
y, Z, ... des variables x, y, z, ... ne dépassaient pas les limites supé- 
rieures 

a, b, c, . . . 

ni les limites inférieures 

a,, b^, c, , ... 

entre lesquelles ils peuvent varier, sans que la fonction {{x, y, z, . . .) 
cesse d’être continue pour des valeurs quelconques des arguments de 
X, y, z, — Supposons maintenant que les modules x, y, z, . . . , con- 
tinuant à varier par degrés insensibles, dépassent les limites dont il 
s’agit, et que le développement de la fonction f(x, y, z, .. .) devienne 
divergent. Concevons d’ailleurs que, avec les modules x, y, z, . . . , on 
fasse varier encore, par degrés insensibles, les arguments dex,y,z , .... 
La notation 

en cessant de représenter la somme d’une série convergente, repré- 
sentera du moins une somme syntagmatique, tant que chacune des 
séries simples produites par les diverses sommations restera conver- 
gente. Alors aussi, cette somme syntagmatique étant certainement 
une fonction continue des variables x, y, z il suit du théo- 

rème IV de la page Sg que la formule (i i) ne cessera pas de sub- 
sister, si d’ailleurs la fonction ï(^x,y,z , ...) reste elle-même continue. 
On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
concevons que les diverses sommations indiquées par le signe S, dans la 
formule (lï) et autres semblables, soient effectuées successivement et indé- 
pendamment les unes des autres , en sorte que chacune d’elles ait pour 
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ohjcl Iv calcul de la somme ou des sommes d'une ou de plusieurs séries 
simples (ordonnées suicanl les puissances enlières d'une môme variable. 
Supposons d'ailleurs quà la suite du signe H on écrive les premières les 
rariahles auxquelles se rapportent les.prendères sommations. Supposons 
enfin que, apres avoir attribué à œ, r, c:, ... des valeurs dont les modules 
ne dépassent pas les limites supérieures a, 1), c, ..., ni les limites infé- 
rieures on fasse varier tout à la fois ces modules et les 

arguments des variables par degrés insensibles. Si les variations dont il 
s agit, en détruisant la convergence de la série multiple produite par le 
dévelofqiement de la fonction (‘(.r, v, . . .), sont telles /léa/imoins que 
cette fonction ne cesse pies d'étre continue, et que les séries simples corres- 
pondantes (t chaque sommation ne cessent pas d'etre convergentes, la for- 
mule ( I n» c'est-à-dire V éqtiation • 

^ I n m f n, ...'Vé Z” . . . , 

ne eesseni pas de subsister pendant la durée des variations de x, y, g, ... ; 
seulement lé e,vprcssioti 

V / . t'I tu -rt 

— ///, A/, » 

ijui 'trpn'scnUtit d'abord la sorianc uaujac. d'a/ic série multiple conver- 
v;rnl(\ pourra (bvrair la somme synlai'mat'ajae d'une série dieergeiUe. 

i'orollaire I. l)';i|)i-i‘s ee (]ii(‘ nous avons dil, l('s coiulilions qui 
<loiv(‘nl ('•In* r(‘inpli(‘s pour (|ii(' la roi'inui('. (i i ) coiiliinuî (1<‘ sul)sis((‘i' 
su l•ù(luis(•l)l il n> qui' la f'oucliou (’( .r,_r, s, . . .) ul, la soiuiue synlag- 
lualiqui' 

V/. 

J * ' * 

r<‘si(‘nl i'I l’aulro (*onlimi<‘S. La dernières condilion so veritiora 

(an! (|ih‘ (diacaîu* d(‘.s séri(‘s siüi()l(‘s |)r()düit(.‘s par l(‘s 
scuiHïialiüns sn{’r(\ssivrs opérérs dans l’ordrci suivant lequel les va- 
riables s<nï{ êeriles r(*slera euïiverfÇ(Mite, nu, vv qui revient au même, 
lanf que les dévelupptunenls su(*e.essirs de ((. 2 % y, z, . . é) pourront s ei*« 
fecqut*r dans un ordre* inv(*rse. (a*((.('i r(*mar(jue permet au calculateur 
de s’assure^’, par la stmle considération de la fonction ...), 

OMut^res de C. — S. ï, t. ÎX. 
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si les conditions sous lesquelles subsiste la formule (ii) sont ou ne 
sont pas vérifiées. 

Corollaire IL — Supposons que, dans la formule (ii), on ren- 
verse l’ordre suivant lequel les variables sont écrites. Cette formule 
deviendra 

(15) ...) = 

la variable x étant alors celle à laquelle se rapportera la dernière som- 
mation, ou, ce qui revient au même, le premier des développements 
successifs de la fonction î{x,y, s, Soit, d’ailleurs. A/ le coefficient 
de x‘ dans cette fonction développée en une série simple ordonnée sui- 
vant les puissances ascendantes de x. L’équation 

(16) f(.r,/,s, ...)— ÉA/æ;C 
comparée à la formule (i5), fournira l’équatiou 

et, comme cette dernière devra subsister tant que la formule (i5j 
subsistera, il est clair qu’on pourra énoncer encore le théorème sui- 
vant : 

Théorème III. — Nommons 

i{x,y,z, . . .) 

une fonction des variables x, y, z, ... qui reste continue pour des valeurs 
de x, y, Z, ... dont les modules soient très voisins de certains modules 
déterminés, et supposons que, pour de telles valeurs, on développe, comme 
on pourra toujours le faire, la fonction f(ir, j, r-, . . .) : en une série 

simple ordonnée suivant les puissances entières de x', 2 ” en une série mul- 
tiple ordonnée suivant les puissances entières dex, y, z, .... Soient d’ail- 
leurs 

kix'- et A/, a;' 

les termes généraux de ces deux séries. Non seulement on aura, pour les 
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valeurs pnrnitwemenl attribuées àx,y, z, . . . , 

et, par suite, 

A/=2/iv,„,, s»/™ 

niais on peut ajouter que i équation (ig) ne cessera pas de subsister, si 
l on fait varier à la fois les modules et les arguments de y, z, ... par 
degrés insensibles, pourvu que ces variations, combinées avec une varia- 
tion correspondante et convenable de x, permettent à la fonetion 

J. -,•••) 

et à la somme syntagmatique 

a’' 


de rester iune et l'autre continues par rapport à x, y, z, . . . . 


Corollaire L — Les conditions énoncées dans le théorème 111, et 
sous lesquelles la formule ( 19 ) continue de subsister, se trouveront 
évidemment remplies, si les variations attribuées & x, y, z, ... sont 
telles que la fonction lî(^x,y,z , ...) et les divers termes de son déve- 
lop|H;ment suivant les puissances entières de x restent fonctions con- 
tiruies des variables x, y, z, ..., pour les modules acquis par ces 
diverses variables et pour des arguments quelconques des variables 

y, •=, — 


Corollaire IL — Pour éclaircir ce qui vient d’être dit par un exemple 
très simple, réduisons f(.-r,y, s, . . .) à une fonction de deux variables, 
et supposons, en particulier. 


(20) 




(l — x)-^ 




s, t désignant des exposants réels, et a une constante dont le module 
soit inférieur à Funité. La fonction î(^œ,y) sera certainement con- 
tinue par rapport à x et y, si, en attribuant à ^ un module inférieur, 
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mais sensiblement égal à l’unité, on attribue à j un module très petit. 
Alors, en posant, pour abréger, 

_ 5(S -hl). . .(5 — l) 

1 J ? 

^ i ,2. , .n 

on tirera de l’équation (20) 


et par suite, si l’on nomme A„ le coefficient de dans le développe- 
ment de î{æ,y) en une série simple ordonnée suivant les puissances 
entières de x, on aura, pour un très petit module dey, 

(21) A/t“ (i 

Supposons maintenant que x et y viennent à varier. Comme la for- 
mule (20) donnera, non seulement 




I-)- 



mais encore 


«7 


I — a -h a y 




il est clair que la fonction f(m,y) et les divers termes de son déve- 
loppement, suivant les puissances ascendantes de x, resteront fonc- 
tions continues de x, y, si le module de x et les modules des trois 
expressions 

] — a I — a + ay 1 — a\x J 


restent inférieurs à l’unité. Sous ces conditions, la formule (21) conti- 
nuera de subsister. D’ailleurs, il ne sera pas nécessaire que ces condi- 
tions se vérifient pour un argument quelconque de m : il suffira qu’elles 
se vérifient pour un argument de x sensiblement nul ou même égal à 
zéro, c’est-à-dire pour une valeur réelle et positive de x. Enfin, comme 
on pourra prendre pour cette valeur positive un nombre inférieur à la 
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limite r, mais aussi rapproché que l’on voudra de l’unité, et par suite 
réduire sensiblement le produit 


au rapport 


et le produit 


àv 

^ ^ 

I — {7 


T — et H— ctj^ 



à zéro, nous devons conclure que les conditions, sous lesquelles sub- 
sistera la formule (21), se réduiront aux deux suivantes : 


mod. 




<h 


mod. 


ay 


I ~ a-i-ay 


<u 


§11. — Développement des fonctions d’une seule variable en séries ordonnées 
suivant les puissances entières de l’argument de cette variable. 


Nommons ce une variable dont x soit le module et p l’argument, en 
sorte qu’on ait 


x = 's.eP'F^ . 


Soit encore f(£c) une fonction de x qui reste continue pour toute 
valeur du module x qui ne dépasse pas une certaine limite supé- 
rieure a, ni une certaine limite inférieure a,. La fonction f(a 7 ) sera, 
pour une telle valeur de x, développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances entières de la variables;, ou, ce qui 
revient au môme, suivant les puissances ascendantes du module x; 
et, si l’on nomme le coefficient de af dans le développement de la 
fonction, on aura 

(1) — 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, 
positives, nulle et négatives de n. De plus, si l’on substitue à æ sa 
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valeur dans le second membre de la formule (i), on trouvera 
(a) f(a?) 

D’ailleurs sera, pour une valeur quelconque de n, développable 

suivant les puissances ascendantes de p par la formule 

1.2. . .TO ^ ’ 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, 
nulle et positives de m, et le produit devant être remplacé 

par l’unité quand m s’évanouit. Donc la formule ( 2 ) donnera encore 

(3) f(Æ) — 2 k „ ^ - ,"3 


la première des sommations qu’indique le signe S étant relative aux 
diverses valeurs de m. Ainsi la fonction î{x), développée d’abord en 
une série simple ordonnée suivant les puissances entières de x, sera 
encore développable en une série double et convergente, ou du moins 
en une série double syntagmatique ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de l’argument p et suivant les puissances entières du 
module x. Lorsque cette série double sera convergente, on pourra 
renverser l’ordi’e des sommations et substituer à l’équation (3) cette 
autre formule 

(4) xV”'- 

1 . 2 . . . 


Alors aussi, en posant, pour abréger, 


on trouvera 
(5) 


, (« \/— 1)'” 

I . 2 ... 772 




la somme qu’indique le signe £ s’étendant à toutes les valeurs entières, 
nulle et positives de m. 
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Il est bon d’observer que, dans l’équation 

Æ: = xe^^^, 

on peut toujours supposer l’argument p compris entre les limites — -, 
-t- Adoptons cette supposition. Pour que la série double produite 
par le développement de la fonction 

î{a:) = f(xeev^) 


reste convergente, il suffira que l’expression 

r(xe/'V->), 

considérée comme fonction de deux variables x et p, reste continue 
par rapport à ces variables, dans le cas même où chacune d’elles, sans 
changer de module, deviendrait imaginaire; et comme, dans ce cas, 
pour un module àep compris entre les limites — t:, -f-z, le module 
de l’exponentielle trigonométrique ne pourrait dépasser la limite 
supérieure e’', ni la limite inférieure e”", il suffira que, des deux pro- 
duits 

xe*, xe"’', 

le premier ne puisse devenir supérieur à la limite a, ni le second in- 
férieur à la limite a,. En d’autres termes, il suffira que les logarithmes 
népériens des rapports 

a X 
x’ ^ 


surpassent tous deux le nombre 

TT 3 ,i4t5g265 .... 

D’autre part, en désignant par u, c deux variables nouvelles qui 
aient pour modules a, a,, et pour argument un angle variable 9, on 


aura 
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Ce n’est pas tout : si l’on pose, pour abréger, 


l’équation 


‘i =»■ 


U — O? m O 


pourra s’écrire comme il suit 

gô+ç \/^ _ gp 4—^ , 

et cette équation, résolue par rapport à p, offrira une infinité de ra- 
cines de la forme 


P — 9 


— 6 y/ — I -t- 2J7r, 


i désignant une quantité entière positive ou négative. On trouvera, 
par suite, 

(9) 

« — X P — {(!) +11%) Q\J — I 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières 
de i. De même, en posant 


on trouvera 


v-2; 


P — (cp -f- ii%) — 0,\/— I 


Cela posé, on tirera évidemment de la formule (6) 


(II) f(ir-): 


/-. 2 b 


f(«) f(0 1 

{<f + ii%) + Q \/ — I /? — (cp -h 2 iTt) — 0, v/ — i_ 


Lorsque le nombre % est effectivement compris entre les limites G, 0,, 
qui représentent les logarithmes népériens des rapports b on peut 
développer suivant les puissances ascendantes de p chacune des frac- 
tions comprises sous le signe J dans le second membre de la for- 
mule (i i), et alors on obtient la valeur de fb), développée à son tour 
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suivant les puissances ascendantes de/?, par une formule qui s’accorde 
nécessairement avec l’équation (5). Ajoutons que, si dans le second 
membre de la formule (ii) on nomme ® la partie correspondante à 
une valeur nulle de i, on aura 


( 12 ) 


q; — r" f(«) 

J-% — + 


et, par suite. 




(i3) 




la valeur de étant 


(i4) 


(— i)«'+V— I 


271 


II 


î{u) 


(9 — 0v^)" 


(? — ® 


f(0 


do^ 


Remarquons enfin que, des formules (5) et (i3), on tirera 

et, par conséquent, 

(ï5) = ® + 


Supposons maintenant que le nombre "ïr cesse d’être renfermé entre 
les limites 0, 0,. Alors les équations (5) et (i3) cesseront d’être 
exactes, attendu que les fractions renfermées sous le signe J', dans la 
valeur do <?, cesseront d’être toujours développables en séries ordon- 
nées suivant les puissances ascendantes de p. Mais il n’en sera pas de 
même des autres fractions renfermées sous le signe y' dans le second 
membre de la formule (i i), attendu que, pour une valeur de i diffé- 
rente de zéro et pour une valeur de <p comprise entre les limites — tt, 
-i-ir, les modules des expressions imaginaires 


H- 2 ÏTr -t- d\/— 1 , 9 -H 2 ITT — 0, \/— 1 


seront toujours supérieurs au nombre tc. Donc alors la formule (i5) 
continuera de subsister. Ainsi, dans le cas où le développement de 
f(m) en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de p 

OEuvres deC. — S. i, t. IX. I ° 
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deviendra divergent, il suffira de modifier la série obtenue, comme 
l’indique la formule (i 5 ), pour retrouver un développement con- 
vergent auquel devra s’ajouter la valeur de ® déterminée par l’équa- 
tion (12). Remarquons encore que, dans la formule (12), les fractions 
comprises sous le signe J ' pourront généralement se développer, pour 
certaines valeurs de cp, suivant les puissances ascendantes de p, et, 
pour d’autres valeurs de ç, suivant les puissances descendantes de p, 
et que, en conséquence, la fonction f sera toujours développable, 
suivant les puissances ascendantes et descendantes de p, en une série 
dont les coefficients seront des intégrales prises entre des limites qui 
dépendront elles-mêmes de l’argument p. 

Je développerai, dans d’autres articles, les conséquences les plus 
remarquables des nouvelles formules que je viens d’établir. 


281 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions 
de très grands nombres. 

C. R., T. XX, p. 481 (24 février i845). 

Au moment où il s’agissait de proposer un sujet de prix pour les 
Sciences mathématiques, un de nos confrères remarquait avec raison 
que les travaux des géomètres sur la détermination des fonctions de 
très grands nombres laissaient encore beaucoup à désirer. J’ai, il est 
vrai, dans un précédent Mémoire, étendu la théorie de leui’s approxi- 
mations, en établissant des formules qui comprennent, comme cas 
particuliers, celles que Laplace avait données. Mais, dans le Mémoire 
de 1827, je me suis borné au calcul du premier terme de la série qui 
représente la fonction dont on cherche la valeur approchée. Ayant 
réfléchi de nouveau sur cet objet, j’ai été assez heureux pour obtenir 
une théorie générale qui fournit, avec les valeurs approchées des 
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fonctions, leurs développements en séries convergentes ou en séries 
syntagmatiques dont les sommes représentent les fonctions elles- 
mêmes. Cette théorie nouvelle est fondée sur la considération de la 
série qu’on obtient quand on développe une fonction d’une seule va- 
riable suivant les puissances entières de l’argument de cette variable. 
Les formules auxquelles je parviens renferment une transcendante 
Unique, savoir l’intégrale de l’exponentielle négative qui a pour expo- 
sant le carré d’une variable. Mes formules peuvent être appliquées, 
avec un égal succès, et aux problèmes du calcul des chances et aux 
problèmes astronomiques. Elles fournissent un nouveau moyen de 
calculer aisément les mouvements des planètes, et, en particulier, les 
inégalités périodiques d’un ordre élevé. 

Dans un prochain article, j’exposerai en détail les calculs et les 
résultats que je viens d’indiquer sommairement. 


282 . 

Analyse mathématique. — Note sur les modules principaux 

des fonctions. 


Soit 


C. R., T. XX, p. 546 (3 mars i845). 


rr r *• 


une variable imaginaire, dont r désigne le module et p l’argument. 

Soit encore _ 

f(a;) = ii^reP'l-f 

une fonction de la variable x, qui reste continue avec sa dérivée du 
premier ordre, par rapport à r et à /j, pour des valeurs du module r 
très voisines d’un certain module x. Enfin soit R le module de la fonc- 
tion 
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Si, dans cette fonction, l’on fait varier seulement l’argumen 
R acquerra des valeurs diverses, parmi lesquelles se trouveront 
maxima et minima correspondants aux valeurs de p, qui vérifiero: 
condition 

(!) D^i? = o. 

Soit cA le plus grand des maxima ou le maximum maximorum d 
considéré comme fonction de p. ^ sera une fonction de la seule 
riable r; et, pour la valeur x du module r, .jr. acquerra une va 
déterminée. Supposons maintenant que, r venant à croître à parti 
la valeur x, la fonction iR diminue; on aura 

(2) • D,..^l < O. 

D’ailleurs iR est ce que devient R quand on y suppose p réduit à 
fonction de r, déterminée par la formule (i); et, comme on aura, ( 
cette supposition, 

D,.a = D,.R + DpRD,./?, 
par conséquent, eu égard à la formule (i), 

(3) D,.^ = D,.R, 

il est clair qu’à la condition (2) on pourra substituer la suivante : 

(4) D,R<o. 

Concevons à présent que, le module r croissant toujours, la f 
tion R ne cesse pas d’être finie et continue. Le maximum maximo 
d R relatif à l’argument p, c’est-à-dire la fonction de r désii 
par ,!R, ne pourra cesser de décroître, pour croître ensuite, qu’a 
avoir atteint une valeur minimum. Cette valeur minimum sera ce 
J’appellerai un module principal de la fonction i{x). D’ailleurs, ce 
dule principal étant tout à la fois un maximum de R, considéré cor 
fonction de p et un minimum de a, répondra généralement à des 
leurs de r et JD qui vérifieront les conditions 


(5) 

(6) 


DpR = o, D,-Æ = o, 
D®R<o, D^.ïR>o. 
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Ajoutons que de la formule ( 3 ), Jointe à l’équation (i), on tirera 

T)2^ — D^R (PpPi-R)' 

'■ J)|R ’ 


et que, en vertu de cette dernière équation, jointe à la formule (3), on 
pourra réduire les conditions ( 5 ), (6) aux suivantes : 


Dpiî — O, J)rR = 0, 

{Ti.DrBr- 


(7) 

(8) B|/î<o, 

11 y a plus : si l’on nomme 

.s et 5 

les logarithmes népériens des modules 


DIR 


> O. 


r et R, 

en sorte qu’on ait 

( 9 ) r = e^, R = e^, 

il est clair que 5 croîtra indéfiniment avec r, et S avec R. Il en résulte 
qu’en considérant R, non plus comme une fonction de r et p, mais 
comme une fonction de s et p, on pourra substituer aux formules (i) 
et (4) les conditions 

(10) Dp5 = o, D,5<o, 
et aux formules (7), (8) les suivantes : 

(tl) l)p 5 =: 0 , 

(13) Dp5<o, 

Il nous reste à faire voir que, pour décider si les formules (9), (ii) 
ou (12) sont ou ne sont pas vérifiées, il suffît de recourir à la seule 
considération de la fonction î{x) et de ses dérivées du premier et du 
second ordre, prises par rapport à la variable x. 

■ Si l’on nomme P l’argument de f(a?), en sorte qu’on ait 



78 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


les valeurs de x, f(a?), exprimées en fonction de s, p. S, P, seront 

(i4) X — , t{x) — e^-^^'l-' . 

Donc, si l’on considère x. S, P comme des fonctions de s, p, et si l’on 
pose, pour abréger, 

V{x)=iD^î{x), f"(ic) =D|f(.2;), 
on trouvera, non seulement 


’üpX — x'^ — I, — 

T)^x-=—x, BpBsX =z X \J— I , i)jx = x, 

mais encore 


(15) dXs + P^/^) = \/=7dX5h-Pv/-0. 

(16) D^(.SH-Pv/^) = V^:^DpD,(«S + Pv/^)=-DK5 + ^v/=^X 


les valeurs de Dj (5 + P v^— i), (5 + P v^— i) étant 


(17) dX 5 + P^-i) = ^j^\ 
et, par suite. 


dK-J+p^Z-O^'^d^ 

i 


X î'(x) 

f(^y ’ 


(18) 


j Dp 5 = -D,P, DpP = D, 5 , 

( D25--DpD,P = -D|5, D^P = DpD,5 = -D,P. 


Or, comme on tire des équations (17) et (18) 


et 


xî'{x) 

1{Fj~ 


-DsS-DpSsf^i 


D |5 = -D|S, 


les formules (ii) pourront être évidemment réduites à la seule for- 
mule 


(19) 




et les conditions (12) à la seule condition 
(20) D|S<o, 
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|iiiis([tic, en sn[t|M)sanI la condilion (20) vérifiée, on aura 




-"ilp 


- iyf,s 


I 




> O. 


On (loir observer, toi oiiln' : 1" (fini dans l’éfjuation (19) on peut 
laisser de eùlé la raeiiu* 


à la([ii(dl(‘ eorn'spondrait une valeur nulle de 0^,5; 2" qu’on pourra 
oiiK'tlre pareilbninnit b' diviseur ('(.e). coinrne nous l’avons sup- 
posé, on se born<> ii l'aire varier le module r entre, des limit(ïs telles 
<|ne la f'onelion l'orO ne cesse pas d’èlia^ continmn On |)0urra donc 
alors réduin* ]’é({ualion (19) ,à celle-ci : 

(■M) l''(.•C) O. 


Ajoutons (|ue, en vertu des Ibrrnules (i.'ï), (tT)) et (17), les condi- 
tions (to) se réduiront évidemiiu'ut à <‘e ()ue! la valeur du produit 


S(»it réelle, mais négative, et la c.ondition (20) à ce ([uc la partie réelle 
du produit 




■e lE 


r(.r) 

r(.r) 


rest(‘ positive. Remanjuons enfin (|U(', dans b', cas où l’équation (21) 
se vérifie, l’expression (2'i) peut él.r(^ réduit(^ au produit 


rt.r) 

(■(.c) 


(àda posé, on junirra évid(*mnHnit énoncer la proposition suivante : 
TiIK01Uv,MK l. — S()Ù‘/l/ 




une variuhle imaginaire, dont, r désigne le module, et i{x') une fonction 
de lu rariablc ,x, qui reste continue avec sa dérivée du premier ordre. 



80 


COMPTES RENDUS DE L'ACADÉMIE. 


dans le voisinage d'une valeur particulière x attribuée au module r. Soient 
encore R le module de la fonction f(oc)y et Si. le maximum maximorum 
de R, considérée comme fonction de la seule variable p. Enfin supposons 
que, le module r venant à croître à partir de la valeur x, sans que la fonc- 
tion î(x) cesse d'être continue, le module Si. commence par décroître, pour 
croître ensuite. Non seulement la valeur de p, à laquelle correspondra le 
module Si, donnera pour le produit 

œf{œ) 

une valeur réelle qui, d'abord négative, finira par changer de signe, en 
passant par zéro, mais, de plus, ce changement de signe aura précisé- 
ment lieu à l'instant oit le module iîl, devenant un minimum, sera réduit 
à ce que nous appelons un module principal de la fonction et 

alors la valeur de x, en vérifiant l'équation 

^ f{x)=zO, 

rendra généralement positive la partie réelle du produit 

î{x) 

Ajoutons que, réciproquement, si ces deux conditions sont vérifiées, pour 
une valeur donnée de x, la valeur correspondante de R sera un module 
principal de î(^x). 

Corollaire L — Nous avons ici considéré le cas général où la partie 
réelle de ne s’évanouit pas pour une valeur de x qui vérifie l’é- 
quation 

Dans le cas contraire, pour décider si un module principal de la 
fonction 1(0?) correspond à la valeur trouvée de x, on ne pourrait 
plus se borner à la seule considération de la fonction f(a;) et de ses 
dérivées du premier et du second ordre. Il faudrait, comme dans la 
théorie ordinaire des maxima et minima, faire encore entrer en ligne 
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de compte les dérivées d’un ordre supérieur au second, ou du moins 
la première de celles qui ne se réduiraient pas à zéro. 

Corollaire IL — Pour montrer une application très simple du théo- 
rème ci-dessus énoncé, posons 

n étant un nombre quelconque. Dans ce cas, l’équation (19) ou (21), 
réduite à la formule 

X — n = O, 

offrira une seule racine finie, savoir 

icrr n. 

Comme on aura d’ailleurs 


on conclura du théorème ci-dessus énoncé que la fonction 

qX 

admet un seul module principal, qui se confond avec la valeur mini- 
mum calculée pour le cas où la variable x reste réelle. Ce module 
principal, correspondant à la valeur n de x, se trouve représenté par 
le produit 


283. 


Anai.yse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions 

de très grands nombres. 

G. R-, T. XX, p. 552 (3 mars 1845 ). 


La théorie nouvelle et générale que je vais établir repose, comme 
je l’ai déjà dit dans la dernière séance, sur la considération de la série 
simple qu’on obtient quand on développe une fonction d’une seule 

variable suivant les puissances entières de l’argument de cette variable. 

1 1 


OEuifres de C , — S. l, t. IX. 
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Après avoir montré dans le premier paragraphe qu’on peut faire servir 
ce développement à la détermination du terme constant ou même d’un 
terme quelconque de la série simple qui représente la même fonction 
développée suivant les puissances entières du module, j’examine les 
conséquences importantes qui se déduisent de cette vérité pour l’ap- 
proximation des fonctions de très grands nombres, et je prouve, en 
particulier, que la détermination approximative d’une fonction qui 
renferme un facteur élevé à une très haute puissance peut être géné- 
ralement ramenée à la détermination du module principal de ce fac- 
teur. Il y a plus : je fais voir comment on peut développer de telles 
fonctions en séries rapidement convergentes, qui permettent de les 
calculer avec une exactitude aussi grande que l’on voudra. Parmi les 
résultats auxquels je suis ainsi parvenu, il en est un surtout qui paraît 
digne de remarque, efque je vais immédiatement énoncer. 

SoitF(ir) une fonction de x, qui renferme un facteur élevé à une 
très haute puissance, en sorte qu’on ait 

F {x) f(,2?), 

n désignant un très grand nombre, et SG étant lui-même fonction de x. 
Supposons d’ailleurs que la fonction F(a:) reste continue avec sa dé- 
rivée du premier ordre, pour tout module de x qui ne dépasse pas une 
certaine limite supérieure a, ni une certaine limite inférieure a,. Sup- 
posons encore qu’une certaine valeur ^ de a; offre un module x com- 
pris entre ces limites, et qu’à cette valeur corresponde un module 
principal de la fonction SG. Enfin, nommons a la valeur particulière du 
produit 

1 

2 cXfl 

correspondante à a; = et A le terme indépendant de la variable x 
dans le développement de F(ir) suivant les puissances entières de 
cette variable. Si les logarithmes népériens des rapports 

X 


a 

X 
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surpassent tous deux le nombre 


on aura 


Tt = 3,14159265. . 





e-i^np^dp, 


la lettre caractéristique D„ indiquant une différentiation relative kn, 
et les facteurs symboliques devant être remplacés par leurs déve- 
loppements suivant les puissances entières de D,,. Ajoutons qu’à ces 
mêmes développements correspondra un développement très conver- 
gent de A, qui renfermera la seule transcendante 



et qui, pour de très grandes valeurs de n, se réduira sensiblement à 
son premier terme, c’est-à-dire à la moitié du rapport 

F(^) ^ 

\Jnria 

Ce n’est pas tout : la moitié de ce rapport représentera encore, à très 
peu près, la valeur de A correspondante à de grandes valeurs de n, 
dans le cas même où les logarithmes népériens des quantités -, - ne 

X 8.^ 

seront pas l’un et l’autre supérieurs au nombre u. 

Dans le second et le troisième paragraphes, j’applique la nouvelle 
théorie à la solution de divers problèmes et à l’établissement des 
formules générales à l’aide desquelles on détermine facilement les 
perturbation^ d’un ordre élevé dans les mouvements des corps cé- 
lestes. 
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284 . 


Analyse mathématique. — Mémoire sur les approximations des fonctions 

de très grands nombres. 


C. R., T. XX, p. 691 (17 mars i845). 


Nous allons exposer ici, avec quelques développements, la théorie 
nouvelle qui fait l’objet de ce Mémoire, et qui repose sur les bases 
déjà indiquées dans de précédents articles (voir, en particulier, le 
Compte rendu de la séance du 3 mars i845). 

Analyse. 


I. — Considérations générales. - 


Nommons x une variable dontx soit le module et p l’argument, en 
sorte qu’on ait 




Soit encore ^(^x) une fonction de x qui reste continue, avec sa dérivée 
du premier ordre, pour toute valeur du module x qui ne dépasse pas 
une certaine limite supérieure a, ni une certaine limite inférieure a,. 
Enfin, posons 


0 = 1 




la lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien. Si le 
nombre 

71 = 3,14159265..., 


qui exprime le rapport de la circonférence au diamètre,' est inférieur 
aux deux nombres G, G,, alors, d’après ce qui a été dit dans la dernière 
séance, la fonction 

f(Æ:) = f(xe'’'/"‘), 

dans laquelle la valeur numérique de p peut être supposée inférieure 
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à i:, sera foujours développal>!(>. en une série simple et convergente, 
ordonmnï suivant les puissances ascendantes de l’argument p-, et, en 
désignant par 

h, a /;'« 

le t('rin(^ général de cette^ série, on aura 
(!) -ém/-'"'. 

la sonunc' qu’indifiue 1(^ signe il s’é((mdant à toutes les valeurs en- 
tières, nulle et positivais d(‘ m. Si, au e.ontraini, le nombre tc surpasse 
l('s dtiux liiniti's 0. 0,, ou si'ulemeiit l’une d’idles, alors, en désignant 
par ra la plus petili' dci e('s limites, il faudra suppos(‘,r la valeur numé- 
riqiKi de p infériioiia' à nr, pourvu (jue la Ibnetion r(.T) reste dévelop- 
pabbi en séri(î (convergente suivant bcs piiissaneais ascendantes de p. 
Donc, alors, en désignant, comme e.i-d('ssus, par //■,„//" le terme général 
du développcunent, on d<ivra restreindre la formule (i) au cas ou, 
abstraction faibi du signe, l’argument p rcistera inférieur à xz. 

Faisons voir maintiuiant (jue, si l’on su[)pos(i connu le développe- 
nusnt do la fonction f(.-r) en une série simpbi ordonnée suivant les 
puissanc('s ascendant(‘s d(i l’argumemt /^ on pourra (cn déduirez, avec 
facilité, le terme constant ou même un terme ({uelcoïKjuc du déîvc:- 
Ioi)[)ement d(i la même fonction en une série simple ordonnée suivant 
les puissances (‘litières du module x, ou, c(‘ qui revient au môme, sui- 
vant les puissances (entières de la Variable x. 

Nommons le coe(lici(cnt de x'‘ dans le développement de f(.T) 
efleclué suivant les puissaïuies (entières de pour un module x de x 
renfermé entre les limites a (‘ta,, d(c sorte qu’on ait 

(a) f(.r) ■ ■ Ag-+ Vi.r -i- A'jæ;’ -1 . . . l- . . ., 

ou, ce qui revient au même, 

(3) r(x) X 

la somme qu’indique le signe S s’étendant li toutes les valeurs en- 
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tières, positives, nulle et négatives de n. On tirera de l’équation (2) 


(4) 



11 y a plus : en remplaçant, sous le signe J, x par on tirera 

de la formule (4) 

(5) k^—— j dp 

— “TC 

ou, ce qui revient au même. 


(6) 


-f 


’^f(x -I- 


dp. 


Cela posé, si la limite tu, qui représente le plus petit des deux nom- 
bres 6, 6,, vérifie la condition on tirera des formules (i) et (4)^ 

ou, ce qui revient au même, des formules (i) et (6), 


(7) 



2m -h I 


5 


la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs en- 
tières, nulle et positives de m. Si, au contraire, on a CT<;ir, on pourra 
l’emplacer l’équation (4) par la suivante 


/Q\ ; I r/ -H f(xe-'PV^) , 

(8) ^ idp. 

et l’on tirera de cette dernière, combinée avec la formule (i), 


(9) 


:-lh. 




I r* f(xePv/-ï) f(x.e-p\^— ' ) 


d 


dp. 


Les séries dont les sommes entrent dans les formules (7) et (9) 
seront certainement convergentes. Mais on peut leur substituer d’au- 
tres séries plus rapidement convergentes, en opérant comme je vais 
l’indiquer. 

Supposons que, dans la formule (4) ou (8), on décompose, sous le 
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signe J', f(æ) considérée comme fonction de/?, en deux facteurs o(p) 
en sorte qu’on ait 

U^)=9{p)xip)- 

Supposons encore que le facteur ^(p), tout comme la fonction 

{{a^) ~ 

reste, avec sa dérivée, fonction continue de p, pour tout module de p 
inférieur à w. Alors, pour un tel module, on pourra développer ce fac- 
teur 9 (/j) en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de/?; 
et, en désignant par 

c„i 

le coefEcient de a?™ dans le développement obtenu, on aura 
(il) ■ 9(/>) = 2 c,„/)"‘; 

puis, en combinant la formule (lo) avec la formule (ii), on trouvera 
(la) î{a:) =lc,„p'^XiP)- 

Or on tirera évidemment de cette dernière équation, jointe à la for- 
mule ( 4 ) ou ( 8 ), i" en supposant ex > 7 :, 


(.3)- 


ko^ 


I r 

= — P"'X{p)dp; 


■ 2 " en supposant nx < Tt, 

(i4) p"''x{p)dp 

CT 


I r"f(x -1- f(x 

+ -J^ i P' 


On doit remarquer particuliérement le cas où, dans les formules (i3), 
(i4), on suppose 

X{p)—é^\ 

P désignant une fonction entière de /?. Alors, en effet, les deux expo- 
nentielles 


restent, avec leurs dérivées, fonctions continues de l’argument P, et 
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par suite la fonction 9 (/>), déterminée par l’équation (10), de la- 
quelle on tire 

(i5) cf>{p) = erP{{x), 

remplit certainement la condition de rester continue avec sa dérivée 
en même temps que la fonction î(oc). Il y a plus : si, pour fixer les 
idées, on pose 


et, par suite. 


a désignant une constante réelle ou imaginaire, alors, comme on aura 

27 tJ_^ ■“ an 

; f (p V^— i)”* dp—- D“ — 
on tirera de la formule (i 3 ) 

(16) ■ 


I 


smau 

; 

a 


(v^)- ‘ 


ou, ce qui revient au même, 
(17) 


, -i f Tia\ sinair 

A -„=-9 


n ^ \sj— i ) a 

la valeur de <p(jo) étant, en vertu de la formule (10), 

9(/j) = e-ap^-i i(xeP'f^\ 

Si, au contraire, on pose 
alors, comme on aura 


%{p) — e-‘‘P', 


/ dp ~ / e~’^P'' dp 

d—T: 

f p^m+ig-ap'dpzzio, 

d—TC 


et 
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on tirera de la formuh' (i3) 

( 18 ) /.„ .. -d- V (_ dp 

ou, ce <[ui n^vient au même. 


(H)) A, 

la valeur di' (/>) élant 


e-^p'dp, 




v(p) (■"»’ {'(xeP'J-'). 


Les Idrmules ( (l>),(i 7 ). (iH), (i<)), toutes déduites de l’équation (i3), 
s(' raiiporlenf au cas où l’on a n>n. Si l’on avait, au contraire, cr<TC, 
ces formuh'S devrai(‘nt être rem[ilacées par eadles que l’on déduirait 
de ré(|uatiou (i V)- Alors, par exemple, à la place de la formule ( 19 ), 
ou obtiendrait la suivante : 


Jus(ju’iei, en supposant (tonna le développement de la fonction f(a?) 
suivant b's puissances ase,endantes de ^arj^UTnent/^ nous nous sommes 
borné ,à déduire d(î (t(t dév(dop[»(tment la valeur de Ag, c’est-à-dire le 
terme e.onstant de la série (pu représente le dtiveloppement de la 
mèuM! foiutlion suivant les puissances entières de la variable æ. Si l’on 
voulait <d)lenir, non plus la vabnir d(' A„, mais celle de la constante 
qui s(‘rt d(' eo(dliei(‘nt ji .r*" dans le dernier développement, il suffirait 
évidemment de remplacer, dans les diverses formules, la fonction f(a;) 
par le rapport 

f{.r) 

attendu (jue, en vertu de l’équation ( 2 ), sera précisément le terme 
constant du développement de ce rapport en série ordonnée suivant 
les puissances entières de x. On arrivera encore aux mêmes conclu- 

OKu^ret de C. — s. \,t. IX. *2 
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sions, si l’ont observe que de la formule (2), divisée par æ;", on tire 

(22) A'„= — f x-”'î{x)dp. 

Une fonction donnée d’un très grand nombre n peut être considérée 
comme représentant le coefficient a?" dans une série ordonnée suivant 
les puissances entières de x. Telle est, en particulier, la fonction 
déterminée par la formule (22). Rien n’empêche d’ailleurs de sup- 
poser que, dans les calculs précédents, on remplace la fonction i{x) 
par une autre qui dépende elle-même du nombre n, et renferme, par 
exemple, un facteur élevé à la puissance. 

Supposons, pour fixer les idées, que, dans le second membre de la 
formule (22), on remplace f(aî) par le produit 

î{x), 

Æ désignant une nouvelle fonction de x, et nommons A» ce que devient 
alors kn, ou, ce qui revient au même, nommons A„ ce que devient la 
valeur de /co déterminée par la formule ( 4 ), lorsqu’on remplace, dans 
le second membre de cette équation, la fonction f(a;) par le produit 

a&'‘f(a:) = F(a;). 

On aura 

( 23 ) X,"- f{x) dp = J" F{x)dp. 


Supposons d’ailleurs que sc,, comme f(x), reste, avec sa dérivée, fonc- 
tion continue de la variable x, pour tout module de cette variable qui 
ne dépasse pas la limite supérieure a, ni la limite inférieure a,. Enfin, 
supposons que Ton prenne, non plus 


mais 




et, par suite, 
(24) 


9(jD) = F(a:) = e«"r’F(xeP'^). 
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Alors, ;i la |)la(‘(‘ des (oniuilrs (iH), (rf)), on ohliendra doux aulros 
('‘([ludions du iiuniu' {'('iin'; (>(, on so sorvanl. do la caractorisüijuo !)„ 
pour indi(jU(‘r uiu' dilloroiitialiou rolativo à n, on trouvi'ra : i" si l’on 
a rr > ?:, 



Il (>sf lion (r(d)sorvor (|U(‘, dans lus sooonds nioinhros dos for- 
nuili's ( '.>10) o( ('.di), lo faoU'ur syinli(di(|U(‘ 



osl (oujoiirs n'nlurlildo, par le d('‘volopponionl. di' la lonolion ((ii’in- 
diijuo la loliro 'j, ii uin' Conolion on(.i(‘r(' (1(‘ la oara(‘((''risli(|uo I)„. On 
arrivorail à la nn'nno. ronclusion, on sonp;(‘an(. (|U(' l(‘S valeurs do A„, 
idurni(‘s [lur los (’Mjiudions ('jo ) ol (■-’.(’>}, lu' dillorinil pas do oi'lh's (ju(' 
(loiuK'id l(‘s roruiulos 


('^7i 


('-(K) A„ 


^Jo ^Jrr 


quand on y sul>sfi(.uo, dans l’intégralo prise à [larfir do l’origino zito. 
le di'voloppornonl do f(p). Ajoutons qui* si, dans cos Idrnnilos, on 
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remplace p par elles deviendront respectivement 



Les formules (aS) et (26) ou (29) et ( 3 o) fournissent le moyen 
d’obtenir aisément, avec une grande approximation, la valeur appro- 
chée de A„. Pour le faire voir, considérons d’abord le cas particulier 
où l’on a x = I, et où un module principal de la fonction æ corres- 
pond précisément à la valeur i de la variable x. Alors, si l’on désigne 
par 

cv ' V V If' 

ZAS y CAS y CAS y . « . 

les dérivées successives de la fonction SQ, différentiée par rapport à x, 
non seulement l’équation 

(3l) X'=:0 

sera vérifiée quand on posera x = i; mais, de plus, la valeur corres- 
pondante du produit 

x^X’' 

X 

offrira généralement, pour partie réelle, une quantité positive. Sup- 
posons la constante a réduite précisément à la moitié de cette valeur. 
Comme, en vertu de l’équation , 

on aura généralement 

BpX — x y/ — I , 


Dp Xi X cXà’ y/“- I , 


D®SÇ,=— æD*(Æ;SG'), 


• • J 
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par sui(i‘, pour .r i , 

l),,v. O, arrA"., ..., 

1(‘ (Irvcloppoiiical. de A- suivaul, l(‘s [Hiissances ascendantes de /> se 
réduira, pour la valeur i de la varialde, à un produit de la forme 

-■'(t - a/r-’o- . . .), 

-■s dési''nant la valeur de a. cpü correspond à a -- i. Donc le dév(düp- 
[»eiaen( du [>ro<lni! 

A- (■''A .V-(t i I . . .) 

sera de la l’onne 

-'(i i /'/>‘ I . . 

el la vah'ur «li“ ÿ( /'), donnée par IN'ujualion 

Ÿ</i) o-"'A !.•(.,•) A." r'"'/’’ 

sera de la forme 

( a a ) V ( /< 1 -■' ( I ! é/'’ I • • • )" f ( ')■ 


Dune, si l’ctn pose de nouv(>au 

9 (/’) 

e’est-à-dire si l’on désigne par r,„ le eoeirieietit de dans la fone- 
lion P) développée suivant los puissances ascendantes d(‘ p, on 
aura 


el pour w > t , le coellicient r,„, considéré, comme Idnetion <I(“ n, sera 
d’un de^ré inférieur ou (ont au plus éj^al à y' Donc, (“iditi, dans le 
développement de la soninu* 


' ( a:;) 


l<‘ premier t«>rme se réduira simplement à 
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les deux termes suivants étant de l’ordre de -> deux autres étant de 


l’ordre de et ainsi de suite. Il en l’ésulte que, pour de grandes 

valeurs de n, les intégrales, prises à partir de l’origine zéro, dans les 
seconds membres des formules (29), ( 3 o), se développeront en des 
séries très rapidement convergentes, ainsi que les produits de ces 
intégrales par Comme on aura d’ailleurs sensiblement, pour de 
grandes valeurs de n. 


(33) 


^'K^n 00 

/ e-^P-dp^ I 

0 t/ O 


' dp : 


1 /TT 


nous devons conclure qu’en négligeant, vis-à-vis de l’unité, les termes 
de l’ordre de - ou d’un ordre plus élevé, on tirera de la formule (29) 


( 34 ) 


A - ' f(i) 

A„ — 5 

2 '\jnv.a 


et de la formule (3o), jointe à l’équation ( 24 ), 

a). 


(35) 

la valeur de a étant 

(36) a 


A - » F(.) 


JL ^7U 

f - 

U/ A 


F(ePv^) -f- E ( e-e vZ-i ) 


2F(i) 


dp. 


J’ajoute qu’alors a sera sensiblement nul, et qu’en conséquence la 
formule ( 35 ) pourra être réduite, sans erreur sensible, à la for- 
mule (34). Effectivement, puisqu’à la valeur i de x correspond un 
module principal de la fonction aX, il est clair que, si l’on nomme c'a. 
le module de x pour p = 0, et X.SI le module de x pour une valeur 
numérique de p comprise entre les limites ra et -i:, A sera un nombre 
inférieur à l’unité. Soit d’ailleurs p. la plus grande valeur que puisse 
acquérir le rapport 

ï{x) 
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([luiiid P varii', ahsfraclioii rai((^ du si}>;n<', (Mitra les limites dont il 
s'aj'if. la- iiinduli- di- rinti'-f'rale (îomprisi- dans le second membre de 
la Idrinule rdt’>) sera (-videmiiu-nt inIV-rieiir à la (juantité 

(r — 

1 

(‘I, comuie le i>rodin( de eell(' (|uaiitit('( par tr sc-ra si-nsiblement nul 
(MMir il(' Iri-s ;<randes valeurs di- //, on [lourra (mi dire autant (h- la 
valeur de a ([ue luiiniira r(''(|ualion ('>()). 

Si, eu supposant le neinbn- n In'-s ^rand, ou viMit obti-nir pour A„, 
non pas seuleiui-nl une preiniî-n' valeur a])proe,li('M‘, de la Ibnrtlon A„, 
mais eiieure. it Taide île pltisii-urs a|)proxiniatious sueeessivi-s, di-s 
vaieur> de plus i-n plus exaetes, on di-vra remplaea-r la Ibrmule (3/|) 
par le> formules ( v.ri ), {et)'): et alors on pourra s(‘ si-rvir d(> diverses 
iiu'-lhodi-s pour di-tenuiuer approximalivi-uu-nt les inti'-grab's renfer- 
lui'-es dans ces l'nnuules, aprt-s avoir transforim'i li-s di-ux iutéji;ral(>s 
dont /.('-ro est l'orij^ine, ii l’aide di-s (b-iix (Mjualious 


.,?.J y‘«/« 


1>1 

i .iS | 


.*'1 r /* 

I :j.' j In. 


r,l v»n> 


Il suit d'ailleurs (‘videmineul di- la lorinub* (■^y) <lerivees sue- 

eessives de l’intéiti’ide 

,r;i 

I /■ ifp, 

• U 

dinV-r(‘iifié(‘ par rapport ii //, ne renrerim-ni pas d’autre transemulanU- 
(jue eetle intégrale inéiiie. Ajoutons (jui-, si, dans la lormulc (i >) un 
(af. I, ou substitue la valeur de ^ip), lii’ùn <lc l’iMiuation ('M). <>ii 
obtiendra la valeur di- A„ sous une forme ((ui si- prête facib-UH-nt 
aux ajijiroximutious sueeessives. Ou (rouv(*ra ainsi . i ( U suppo 
saut rzy^T., 




4 „ - fi 

>»« ' ^ 


ve' " ' 

r 



1 V \ 

' d • 

i 


'« î : 


X 


'dp 
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2 ° en supposant CT>7t, 


(4o) 


I F(xeP'/-^) +F(xe-P^) 


g-anp^ 


Jusqu’ici nous avons supposé que la valeur i de la variable x cor- 
respondait à un module principal de la fonction x. Supposons main- 
tenant que le module de 3G devienne un module principal, non plus 
pour æ = i, mais pour une autre valeur réelle ou imaginaire de x, 
représentée par k. Si, dans la fonction 


qui reste continue par hypothèse pour tout module de x compris entre 
la limite supérieure a et la limite inférieure a,, on substitue à la va- 
riable X une autre variable y liée à x par l’équation 


a? = ky, 

on aura identiquement 

F(^) = F(Fj), 

et le module principal de F(a;) ou F(^/) correspondra certainement 
au module x de la variable y. De cette considération seule on déduira 
facilement les formules qui, dans la nouvelle supposition, devront 
être substituées aux formules (34), (dg) et (4o). Concevons que, 
pour abréger, l’on désigne toujours par a la valeur du produit 

1 

2 


correspondante au module principal de x, ou, ce qui revient au 
même, à la racine a? = ^ de l’équation 

X'=o 

résolue par rapport à x. La partie réelle de la constante a sera généra- 
lement positive; et, si le module de la constante k est renfermé entre 
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les limites a, a,, le coefficient A„ de a;" dans le développement de F(.a;) 
sera, pour de très grandes valeurs du nombre n, déterminé avec une 

grande approximation, non plus par l’équation (34), mais par la for- 
mule 


de sorte qu’on aura 


2 T — ’ 
^ Sj niia 


(40 



F(/0 , 

(l + Ci), 

ynTta 


Cf. étant très rapproché de zéro, pour de très grandes valeurs de n. Si 
d’ailleurs, après avoir calculé les' modules des rapports 


a k 
k a, 

on nomme ct le logarithme népérien du plus petit de ces deux mo- 
dules, on aura rigoureusement : 1 ° en supposant CT>-â, 


2 " en supposant CT<ir, 


, -I- F ke 

" -J 


(43) 


A„=:e-«i>- 


F 


ke^‘'^ ]+F[/;-e (1") ] 


27r 


f 


e ~«-np^ dp 


-H 


'”F(yrePv^-»)H-F(^e-^'^-‘) 


L- 


271 


dp. 


§ IL Applications diverses des formules établies dans le premier 

paragraphe. 

Considérons d’abord la fonction 

F(a;) 

On pourra la présenter sous la forme 

(i) F(a7) = S&", 

Œuvres de C. — S. I, t. IX. i3 
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la valeur de x. étant 


( 2 ) 


a:- 




D’ailleurs, si l’on nomme A„ le terme constant de la série qui repré- 
sente le développement du produit suivant les puissances en- 

tières de X, ou, ce qui revient au même, si l’on nomme A„ le coeffi- 
cient de dans le développement de l’exponentielle e"®, on aura 


( 3 ) 




I\ /2 ■ 


•D 


Ajoutons que, dans le cas présent, la fonction F(a?) restera continue, 
avec sa dérivée, dans le voisinage de toute valeur finie de x, distincte 
de zéro, et que la fonction acquerra le module principal e" pour la 
valeur i dex, k laquelle correspondra la valeur a =--- i du produit 


1 

2 a:. 


Cela posé, il résulte de la formule (40 du § 1 qu’on aura sensible- 
ment, pour de grandes valeurs de n, 

on 

\/2T[n 

Pour parler avec exactitude, on aura 


(4) 


e”- 

A„—~ -y: : (l -+- Ct), 

y 2'7rrt 


a désignant un nombre qui deviendra infiniment petit pour des va- 
leurs infiniment grandes de n. De plus, en développant suivant les 
puissances de D„ les facteurs symboliques renfermés dans l’équa- 
tion (/ja) du § I, on trouvera 



( 6 ) 
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Enfin, comniÊ, pour de grandes valeurs de n, le facteur binôme, dans 
le second membre de l’équation (6), se réduira sensiblement à l’unité, 
il en résulte qu alors une valeur très approchée de A„ sera donnée par 
la formule 


(7) 



2.3 


D' 


2.3 


Di 


ou, ce qui revient au même, par la suivante : 


H-... . 

\/ 2 TT /i \ / 

L’équation (8) s’accorde avec l’équation connue qui se déduit de la 
formule donnée par Stirling pour la sommation des logarithmes des 
nombres naturels, et qui détermine la valeur approchée de —■ Mais 

ces équations fournissent les développements de A„ ou de en séries 
qui, dans la réalité, sont divergentes; et, lorsqu’on veut s’en tenir à 
des formules rigoureuses, il convient de substituer à l’équation (6) 
ou (7) l’équation (5), qui offre un développement de A„ toujours con- 
V('-rgcnt. 

Supposons maintenant que, m, n, s étant des nombres très considé- 
rables, et la caractéristique A des différences finies étant relative à la 
lettre s, il s’agisse de calculer la valeur de 


On aura évidemment 


A"* s'\ 


J 2. . ./lA„, 


An étant le coefficient de cc" dans le développement du produit 

ou, ce qui revient au même, le terme indépendant de x dans le déve- 
loppement de la fonction 


(9) 


i)"‘. 



100 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


D’ailleurs, si l’on pose 

m n 

7 r = f"’ 7 = ^’ 

l’équation (q) donnera 


la valeur de x étant 

(lo) A:.=;a;-‘e«=^(e*— i)!^. 


Cela posé, lé module de x deviendra un module principal pour la va- 
leur réelle de x qui vérifiera la formule 


Ç "i" 



et, si l’on nomme k cette valeur réelle, alors, pour de grandes valeurs 
de n, on aura, en vertu de l’équation ( 4 i) du § I, 


(n) 


A„= 




QSk(^ qJc — y y; 


Qft — 2 H- e~ 


(l -H a), 


a désignant une quantité qui deviendra infiniment petite pour des 
valeurs infiniment grandes de n. La formule (n) s’accorde avec une 
équation trouvée par Laplace, et dont j’ai donné une démonstration 
nouvelle dans le Mémoire sur la conversion des différences finies des 
puissances en intégrales définies (’). Mais, dans cette formule, œ reste 
inconnu; et, si l’on veut obtenir une valeur exacte de A„, représentée 
par la somme d’une série convergente, il suffira d’appliquer à la dé- 
termination de cette valeur, non plus la formule (4i)> mais la for- 
mule (42) du § I, en supposant la fonction F(a;) déterminée par le 
système des formules (i) et (10). 

Il est bon d’observer que le cas général où l’on suppose la valeur de 
F(a;) donnée par une équation de la forme 

(12) F(.») 5 G.™f(a;), 

X et f(a;) désignant deux fonctions déterminées de x, peut être 


(^) OEin>re<i de Cauchy, S. Il, T. I. — Voir Journal de V École Polytechnique, 
XXVIIP Cahier. 
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ramené au cas où F(££;) serait simplement de la forme 

F (a;) =:.%«, 

puisque, de cette dernière forme, on déduit la précédente, en rempla- 
çant æ par le produit 

Il en résulte que, dans les équations (42), (43) du § I, on peut 
piendre pour k, ou la valeur de cc correspondante à un module prin- 
cipal de la fonction .x-, ou la valeur de a; correspondante à un module 
principal de la fonction 

Au reste, il est clair que ces deux valeurs de x déterminées, la pre- 
mière par l’équation 
(i3) X'=o, 

la seconde par l’équation 

{'4) -x.'+ 

n f(a?) 

seront très peu différentes l’une de l’autre, lorsque, n étant un très 
ÎJfrand nombre, le rapport ^ deviendra très petit. D’ailleurs la valeur /(- 
de X, déterminée par l’équation (i3) ou (i4)i doit toujours, en vertu 
d(ïs principes établis, offrir un module qui ne dépasse pas les limites 
a, a,, entre lesquelles le module de -X peut varier sans que la fonc- 
tion X et même la fonction F(a;) cessent d’être continues par rapport 
à la variable x. 

11 peut arriver que la fonction -x, qui se trouve élevée à la n'™' puis- 
sance dans le second membre de la formule (12), n’offre point de mo- 
dule principal correspondant à un module de x qui ne dépasse pas les 
limites a, a,. Il peut même arriver que la fonction x n’offre point de 
module principal correspondant à aucune valeur finie de x. C’est ce 
qui aura lieu, en particulier, si l’on suppose 


~ X 


ou 


X — x~K 
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Dans des cas semblables, la détermination de A„, c’est-à-dire du terme 
constant que renferme le développement de la fonction F(æ;), ne peut 
plus s’effectuer de la même manière, c’est-à-dire à l’aide de l’équa- 
tion ( 4 i)- (42) ou (43) du § I. Mais on ne doit pas renoncer, pour ce 
motif, à établir des formules qui fournissent, pour de grandes valeurs 
de n, ou une valeur très approchée, ou même le développement de 
en une série très rapidement convergente. Alors, en effet, de telles 
formules peuvent encore se déduire de l’équation (12) du § I. Nous 
allons entrer à ce sujet dans quelques détails. 

Supposons, pour fixer les idées, que, dans la formule (12), on ait 

3G = x-' 

et, par suite, 

(i 5 ) F (x) ■= cc-'^ î{x). 


Supposons encore la fonction ((x) décomposable en deux facteurs, 
dont l’un soit une certaine puissance d’un binôme de la forme 

W ky 


par conséquent, d’un binôme proportionnel à la différence 


l 


X 

T 


en sorte qu’on ait, par exemple. 


(16) f{x) — (^I — /(^) 

et, par suite, 

(17) F(.r) — /(a;). 


Enfin, supposons que la fonction /(x) reste continue, avec sa dérivée, 
pour tout module de x qui ne dépasse pas la limite supérieure a, ni la 
limite inférieure a,; et que ces deux limites comprennent entre elles 
le module de la constante Si l’on nomme x un module de la va- 
riable X, compris entre ces limites, mais inférieur au module de Ar, et 
A„ le terme indépendant de x, dans le développement de F(a;) cor- 
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respondant à ce module, et ordonné suivant les puissances entières 
de X, on aura 

J F{x)dp, 

la valeur de x étant 

U 9) 

11 y a plus : si l’on nomme h une constante dont le module, inférieur à 
celui de /c, se trouve lui-même renfermé entre les limites a, a,, on 
pourra, dans l’équation (18), supposer la valeur de x déterminée, non 
seulement par la formule (19), mais encore par la suivante 

(20) x—heP'^-'; 
et, on prenant, pour abréger, 

(21) 

on tirera de l’équation (18), jointe aux formules (17) et (20), 

/ /h 

(22) A,,:. ~ — j e"'‘P^ -‘{i — leP'J dp. 

Enfin, si dans l’équation (22) on fait varier h de manière à le rappro- 
cher indéfiniment de la limite k, le rapport ^ | s’approchera indé- 

finiment de la limite i, et, en passant aux limites, on trouvera 

( 23 ) " f r — ri/ 

OU, ce qui revient au même, 

( 24 ) 2sin|\/'— Tj f{keP<J~‘)dp, 

pourvu toutefois que l’intégrale comprise dans le second membre de 
la formule (28) ou (24) conserve une valeur finie et déterminée. Cette 
dernière condition sera remplie, si la constante s offre ou une valeur 
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négative, ou une valeur positive, mais inférieure à l’unité. Alors, en 
effet, on aura 


— f — ^ dp— -cos— f 


p~^ dp ; 


ï~* 571 

— COS — ; 


et, par suite, l’intégrale 

ayant une valeur finie et déterminée, on pourra en dire autant, non 
seulement de l’expression 

mais encore de la valeur de A„ donnée par l’équation ( 23 ) ou (24), 
et cette valeur de A„ se confondra précisément avec celle que fournira 
l’équation (22) pour des valeurs infiniment petites de i — 1. 

Il nous reste à montrer le parti qu’on peut tirer, pour la détermi- 
nation de A„, des formules que nous venons d’établir, en supposant 
que l’on développe dans la formule (22) la fonction 

/(AerV-T) 


OU, dans les formules ( 23 ) et (24), la fonction 

en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de p. 

Le développement de la fonction suivant les puissances 

ascendantes de/> a pour premier terme 

et, si l’on pose, pour abréger, 

( 25 ) f{keP'l~^):=f{k)+pP, 

P sera une fonction de p qui restera continue avec ses dérivées des 
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divers ordres, dans le voisinage d’une valeur nulle de p, pour laquelle 
on a 

Comme on trouvera d’ailleurs, pour des valeurs entières de n, 

(26) — dp = ls]n. 


la valeur de étant 


( 27 ) 




,ç(,ç + l). . .(,t — l) 


on tirera de l’équation ( 28 ), jointe à la formule (25), 
(28) A„=:[s]„A'-’‘/(/ 0 (H-C{), 


la valeur de a étant 


( 29 ) 


27r[ 




D’autre part, comme on aura 

l’équation ( 29 ) pourra être représentée sous la forme 


(5o) 




■ )’ ' e-^P^-^x{p)dp, 


la valeur de x(p) étant 

x{p)-<^ 



et il est clair que la fonction de p, ici représentée par x(p)> restera, 
tout comme la fonction P, fitiie et continue, avec ses dérivées des 
divers ordres, dans le voisinage d’une valeur nulle de p. Cela posé, 
en intégrant par parties et faisant porter l’intégration sur le facteur 

i4 


ORuvres de C. — S. l, t. IX. 
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on trouvera 
(3i) 

la valeur de iV étant 


TV 


(32) 


I /V— (— ^)] 
1 


Mais une intégrale de la forme 


I 

2v: 


^ 

j e-np^-i(^_ P ^t^(p)dp 


est équivalente à l’expression 


U 


/?“•' dp, 


et par suite, quand on a ^ < r , elle offre un module inférieur au pro- 

- / p-^dp=:P^ 


duit de l’intégrale 


par le plus grand des modules de x(p) correspondants à des valeurs 
de P comprises entre les limites — tc, -h iï. Donc, si l’on nomme s le 
plus grand des modules qu’acquiert, pour de telles valeurs de p, la 
différence 

xip)—pz!ip)\^~', 

le dernier des deux termes dont se compose le second membre de 
l’équation (32) offrira un module inférieur au produit 

et par suite la valeur de IV, que fournit l’équation (32), demeurera 
finie pour des valeurs infiniment grandes de n. 
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Cf ii’i'sl pas (oui. Ou (in> (!(> la lonuulf ( 27 ) 


( ao i 

1 V 1 

r(.v-i-/() 


l lu 

r(.v) r(// .iC,)’ 

<'( (li‘s forriiuh*.^ 

U 'î ) Vi (/l ) 



!'(// ' i) 

II" <' " 7 : //. ( I - H 0 ), 

0 ihSii^rnanî un 

iHunhin^ (jui s’i 

évanouit, avee -y, (>|, la fdrinule (34) cou 


(iiiiif, fiuiiiiif r<in sai(. de siihsislar dans i(> cas nifiiif oii n c.fssf d’flro 
un nmnhrf fiitifr. Ctda posa, rf(|ua(inn ( dd) doniK'ra scnsiblemcnl, 
pnnr df lri‘s {'randcs valniirs de //, ^ 

//> 'T (.SM 

fl, [tar fi(iiS(‘>(|Ufnl, 


Or, df la Inrinuli' { jninif à r(''([na(inn ( 3 i), il n'isiill.f ((vidfiii- 

nifiil (jitf, p(tnr de lr«>s grandes valeurs d(' n, le rappnri 

I 

fl me nie la valfiir d(* a, sf réiliiirnnl sensilih'iiK'iil à Z('‘n), si l’nn siip- 
piisf .V finnpris enlre les liiniles (t, 1 . Donc, dans (adü' su[)[)osi(.i()n, le 
>ffiiiid te ffiie a du fae((‘ur liint'nne ( [ x, (jiK' iM'nIVrnK' la l'nnniile (28), 
deviendra iiilininienf pf'lil en nn'niK' (einps (jtie ('( alors, (ni n(>gli- 
geanl le seeniid terme, oïl tirera de la rornuib^ (28) une valeur de A„, 
(jui sera lri‘s approelHU' pour de Iri's grandi's valeurs di* n. 

HfVfiittiis iiiaiiiteiiaiit à la rorinule (22), (d siip|)()sons (|ue le 
noinitre ~ soit iiilèrieur à ceux <jui ri‘pi'('“S('nfen(, les logaritliiuos 
in>perieits des modules des deux rapports 

a /( 

F a,’ 
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Dans cette hypothèse, l’expression 

f^heP'F') 

sera développable en série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de l’argument p-, et, si l’on pose 

(36) 2c, 

on verra l’équation ( 22 ) se réduire à la formule 

"■ — «jt: 

Si d’ailleurs on fait, pour abréger, 

(38) ^ r — dp = 5iT=, 

on aura, par suite, 

J 

ïï / (• - XePV' -■)"•'>"* dp = (\/=^)''‘ D™ OL, . 

et de cette dernière formule, jointe à l’équation ( 22 ), on tirera 

(39) A„=A-«/(Ae-"»).%. 

Si, dans l’équation (Sg), on fait varier h de manière à le rapprochei 
indéfiniment de la limite k, le rapport 



s'approchera indéfiniment de la limite i; et, en passant aux limites 
on tirera de la formule (Sg) 

( 4o ) Kn— A-" /( ke-^- )3^, 

la valeur de at, étant 

I /*” _ 

(40 e-’‘P\/-^(i~ eP'f^y^ dp; 
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par conséquent on aura 

(42) A„=: — (i — eP^-'')~^ dp, 

pourvu que la série dont la somme sera représentée par l’expression 
symbolique 

reste convergente dans le cas même où l’on posera 1 == i . Ajoutons que 
cette dernière condition sera certainement remplie si le nombre -n: est 
inférieur à ceux qui représentent les logarithmes népériens des mo- 
dules des deux rapports 

a k 
k a, 

et si d’ailleurs la constante s offre ou une valeur négative, ou une 
valeur positive, mais inférieure à l’unité. Alors, en effet, on pourra 
substituer à la formule ( 22 ) la formule ( 23 ), puis, à l’équation (36), 
une équation de la forme 

( 43 ) f(keP^') = lc,„p'»; 

et de l’équation (43), combinée avec la formule (23), on déduira 
immédiatement les formules (40) et (4i) ou, ce qui revient au même, 
la formule ( 42 ). 

II pourrait arriver que, dans la formule (i6), la fonction /(x) fût 
décomposable en deux facteurs qui seraient développables, le pre- 
mier suivant les puissances positives de x, pour tout module de x 
inférieur à une certaine limite a, le second suivant les puissances 
négatives de x ou, ce qui revient au même, suivant les puissances 
positives de •^) pour tout module de x supérieur à une certain(‘ 
limite 

a,<a. 

En désignant par ©(æ;) et par deux facteurs, on aurait 

/{x) = cù{x)x(j^y 
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par conséquent 

(44) 

Alors aussi, en supposant toujours les modules des constantes h et k 
renfermés entre les limites 

cl, tXfy 

et nommant A„ le coefficient de x'‘ dans le développement de f(a7) 
correspondant à un module de x renfermé entre les mêmes limites, 
on tirerait de la formule (dg) 

(45) 9(^16“'’») e^“) OZ, 

la valeur de ati étant déterminée par l’équation (38); et de la for- 
mule (4o) 

(46) A„= A— “ 9(A-e-‘*“) 

la valeur de trü étant déterminée par l’équation (4i)- 

Enfin, il pourrait ari’iver que, dans la formule (i6), on eût 

F(?^, e) désignant une fonction des variables u, e qui resterait con- 
tinue, avec scs dérivées du premier ordre, pour des modules de ces 
variables respectivement inférieurs à certaines limites 



et qui serait par conséquent développable, pour de tels modules, sui- 
vant les puissances ascendantes de u et de e. Alors la formule (i6) 
donnerait 

( 47 ) 

et, en supposant les limites a, — toutes deux supérieures aux modules 
des constantes h, k, on tirerait de la formule (Sg) 

(48) A„= 
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la valeur de x étant toujours déterminée par l’équation (38), et de 
la formule ( 4 o) 

(49) A„= A'-'eO»)0b, 

la valeur de x étant déterminée par l’équation ( 4 i)- 

Los équations symboliques (45) et (46) ou (48) et ( 49 ) ne sont 
pas, il est vrai, plus générales que les formules ( 89 ) et ( 4 o). des- 
quelles nous les avons déduites. Mais ce qui les rend dignes de 
remarque, c’est que par un simple changement de notation, ces 
équations symboliques peuvent être immédiatement transformées en 
d’autres, qui reproduisent des résultats déjà obtenus dans les précé- 
dents Mémoires, comme je vais le montrer en peu de mots. 

En supposant que la caractéristique A des différences finies se rap- 
porte à la lettre n, on a 

(,■>0) e»»=H-A 


et, par suite, 

(5.) 

OU, ce qui revient au même. 


la vabmr de V étant 


.-IK- 


-V, 




A 

7+ a' 


Or, (ui vertu des formules (5o) et (5i), l’équation (43) donnera 
( 53 ) A,,-- /i"" (é — éV, -h h-' A) Ot., 


et l’équation ( 49 ) donnera 

( 54 ) A„ = k- §{ k - A- V, A-‘ +k-^A) Dô. 

Le n’est pas tout : comme, pour des valeurs entières de n, on tirera de 
la formule (38) 


et de la formule (4i) 
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l’équation (53) pourra être réduite à la suivante 

(55) A,; = A“"#(A — AV, A-‘+ A-*A) j[s]K^'‘}, 
et l’équation (54) à la suivante 

(56) A„=: /c-«^(A- - /cV, /-■+ /f-‘A) [.?]„. 

On se trouvera donc ainsi conduit à deux nouvelles équations symbo- 
liques, desquelles on tirera la valeur de A„ en développant le facteur 
symbolique 

#(A-AV,A->h-A->A) ou ^(A-AV, a-*-!- A'-‘A) 

suivant les puissances ascendantes des lettres caractéristiques V et A. 
Si, pour fixer les idées, on part de la formule (56), alors, en opérant 
comme on vient de le dire, on obtiendra pour le développement de A„, 
une série double dont le terme général sera proportionnel à l’expres- 
sion 

V"'A'«'[,ç],i 

ou, ce qui revient au même, à l’expression 

-[s- m - 

m, m' étant deux nombres entiers quelconques. Il y a plus : ce déve- 
loppement sera précisément celui auquel on parviendra en observant, 
d’une part, que, pour obtenir le coefficient de af dans le développe- 
ment de f(a;), il suffit de multiplier par k~’' le coefficient de a?" dans 
le développement de f(^cc); d’autre part, qu’on a, en vertu de la for- 
mule (47), 

( 67 ) î{kx) — (i — x)~^ §{kx, x~'^) 

ou, ce qui revient au même, 

(58) f(A.'r) =: (i — x)~^§{k — ky, A“* + k^'s), 


les valeurs de y, z étant 
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ot en cherchant les divers coefîicients dea:^, dans les divers termes de 
la série double qui représentera le développement du produit 

{i-x)-^§{k — ky, k-^-hk-^z) 

suivant les puissances ascendantes des variables y, z, par conséquent 
dans des termes dont chacun sera proportionnel à un produit de la 
forme 


(iela posé, on déduira sans peine des principes établis dans les précé- 
dentes séances, et spécialement dans les séances du 3 et du 24 février, 
hîs conditions sous lesquelles subsistera la formule (56). On établira 
ainsi, en particulier, la proposition suivante : 

ïnéouéMiî. — Soit f(a?) une fonction dex, décomposable en deux fac- 
teurs dont le premier soit de la forme 


s désignant un exposant réel, et k une constante quelconque. Supposons 
de plus que le second facteur de f (a;) soit représenté par la fonction 



(fui reste continue par rapport à x, avec sa dérivée du premier ordre, pour 
tout module de x, compris entre deux limites, l’une supérieure a, l autre 
inférieure entre lesquelles se trouve renfermé le module de la con- 
stante k. On pourra jjour un module de x, supérieur à la limite a, et infé- 
rieur au module de k, développer la fonction 


({x) = 



en une série simple et convergente ordonnée suivant les puissances entières 
de la variable x. Soit A„ le coefficient de x" dans cette même série, n étant 


un nombre entier quelconque. Si la fonction de y, z, représentée par l ex- 


pression 


i{k—ky, + 


OKuvres de C. — S. T, t. IX.. 
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m 

reste continue mec ses dérivées du premier ordre pour des modules des 
variables y, z, respectivement inférieurs à certaines limites 


y, Z, 

qui vérifient la condition 

alors, pour obtenir la valeur de développée en une série double et con- 
vergente, il suffira de développer, suivant les puissances ascendantes de V 
et L, le facteur symbolique 

renfermé dans le second membre de la formule 
( 56 ) [s]„ 

et d'avoir égard aux deux équations 




.y(.y H-i). . .(.y -H n — t) 

I . 2 . . . /i 


V'" A-'[.v],, [.V ~ m ^ 


qui subsistent pour des valeurs quelconques des nombres entiers n, m, m\ 
De plus, si les modules y, z, sans vérifier la condition (6o), satisfont du 
moins aux deux suivantes 

(^0 -<i, -<ï, 

alors, la série double qui représentera le développement de en vertu de 
la formule (56), sera, sinon une série convergente, du moins une série 
sy magmatique dont la somme sy magmatique se confondra précis émenl 
avec la valeur cherchée de A^. 

Corollaire L — Puisque la fonction reste continue, par 

hypothèse, pour un module de x égal au module de k, elle acquerra 
nécessairement pour x=:k une valeur finie. Supposons d’ailleurs, 
comme nous le ferons désormais, que cette valeur finie diffère de 
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zéro; alors, en vertu de la formule 

k sera certainement une valeur de x propre à vérifier l’équation 

(62) ® 

si la constante s est négative, et à vérifier, au contraire, l’équation 



si la constante s est positive. 

Corollaire II. — Supposons que l’unité soit comprise entre la limite 
inférieur a et le module de k. Alors la valeur de A„, que détermine le 
théorème énoncé, pourra représenter le coefficient de x" dans le déve- 
loppement de t'(x) correspondant au module i de la variable x. Si 
d’ailleurs la constante s est positive, k sera, comme nous l’avons dit 
(corollaire I), une des racines de l’équation (63), et même celle de 
ces racines qui offrira le plus petit module au-dessus de l’unité, 
puisque la fonction f(x) devra, dans l’hypothèse admise, rester con- 
tinue et par conséquent finie, pour tout module de x compris entre la 
limite i et le module de k. 

Corollaire III. — La formule générale 

V'" = [« — m — in']n+m’ 

donne successivement 

A [.vj„ =: [.Ç — ^[^]« — [•* •]■’'> 

et, par suite, 

A [-s],, _ ‘ ^ 

[,v]„ /iH-i’ 

A^[.Ç]„ s — I 8 — 9. 

/i -f- 1 /e -h 2 


[s]^ s + n — i’ 

VA[.ç]„ _ .t — I •< — 2 

[i]„ « H- I s.-l- rt — I ’ [«]« .V rt — I i -f- /I — 2 
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Or il résulte de ces diverses formules que, dans le cas où le nombre n 
deviendra très considérable, le développement de tiré de l’équa- 
tion ( 56 ) pourra être, sans erreur sensible, réduit à un petit nombre 
de termes, puisque, à la suite d’un premier terme représenté par le 
produit 

[s]^k-»S(k, k-^), 

ce développement offrira deux termes de l’ordre du rapport puis 
trois termes de l’ordre du rapport etc. Ajoutons que, en vertu des 
mêmes formules, l’équation ( 56 ) donnera 

a devant être infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes 
de n. D’ailleurs l’équation (62) ne diffère pas de la formule (28), et 
par conséquent cette dernière formule continue de subsister quand 
on suppose remplie, ou la condition (60), ou du moins les condi- 
tions (61). 

§ III. — Formules relatives aux fonctions de deux variables. Application 
de ces formules à V Astronomie, 

Soit 

F(.*, j) 

une fonction de deux variables x, /, qui reste continue, avec ses déid- 
vées du premier ordre, pour des modules de ces variables très voisins 
de l’unité. Cette fonction sera, pour de tels modules, développable en 
une série double et convergente, ordonnée suivant les puissances en- 
tières de X et de y. Cela posé, nommons m, n deux nombres entiers, 
et 

^m.ïi 

le coefficient du produit 

yll 

dans le développement ainsi obtenu. Les formules établies dans ce 
Mémoire et dans les précédents fourniront divers moyens de déve- 
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loppcr le coefficient dont il s’agit, ou même les quatre coefficients 
des quatre produits 

æ'>y", x-nyn^ 

en séi ies i apidement convergentes, dont les sommes pourront être sen- 
siblemcnt réduites à leurs premiers termes quand les nombres m, n 
deviendiont très considérables. Pour donner une idée des résultats 
auxquels on parvient de la sorte, cherchons, en particulier, la formule 
qui, pour do très grandes valeurs de m et de n, fournira la valeur très 
approchée du coefficient 

Concevons que les deux équations 
(') F(Æ^,y) = 0, 


étant résolues par rapport à y, offrent des racines dont les modules 
soient pour l’équation (i) inférieurs, et pour l’équation (2) supérieurs 
à l’unité. Soit d’ailleurs, parmi les racines de la seconde équation, 
(’ celle qui offre le plus petit module au-dessus de l’unité; et, pour 
mieux lixer les idées, supposons la fonction ¥{x, y) de la forme 

(''^) j) — 7) 

la constante s étant positive, la racine v pouvant être fonctio'n de x, et 
f(^x,y') désignant une fonction de x, y, qui reste continue par rap- 
port à y, avec scs dérivées du premier ordre, pour tout module de y 
compris entre des limites dont la plus petite soit inférieure à l’unité, 
et la plus grande supérieure au module de e. Si l’on nomme k.^ le 
coefficient do y" dans le développement de Y{x,y), on aura, en vertu 
de la formule (28) du § II, 

( 4 ) + 

<0 devant être infiniment petit en même temps que jy 
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D’autre part, quand A,., sera connu, il suffira pour obtenir de 

chercher le terme indépendant de a? dans le développement du pro- 
duit 

ordonné suivant les puissances entières de x. D’ailleurs, en vertu d(> 
la formule ( 4 ). on aura 

(5) A„,x''‘= (>-“/( a?, c) (i H- 6), 

et, dans le second membre de l’équation (5), le i)roduit p(Mi( 

être considéré comme représentant une puissance tri's élevée, savoir 
la puissance du produit 

in 

c-'. 


Donc, pour appliquer à la détermination de A_,„,„ la formtde (4 i ) du 
^ 1 , on devra chercher d’abord la valeur de x corresp()ndant(^ au mo- 

m 

dule principal du, produit ou, ce qui revient au même, la valeur 
de X correspondante au module principal du produit 

X'"- 

Nommons u cette valeur de x. Si, le module de x venant à croître ou îi 
déçroître a partir de l’unité, la fonction de x représentée^ par A„ ri'sle* 
continue, avec sa dérivée du premier ordre, pour tout module de .r <|ui 
ne dépasse pas certaines limites entre lesquelh's se trouv(' reid’ermé, 
non seulement le module i, mais encore le module de u, on tirc'ra d(' 
la formule (5), jointe à l’équation (4i) du § I, 


te) 


A_,„,„=r [5]„ u’”- C-" 


/(^^ <■) 
a ynant. 


(i H- a). 


a devant être infiniment petit en même temps que les rapports - 1 , d, 
la valeur de a étant 



et la valeur de x devant être réduite à 
l’équation ( 7 ). 


u dans le second membre de 
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pour iiioiilnM’ uiK' a|i|)lica(i(n> dos (drmiilos qui préoôdonl, coiisidô- 
roiis !(■ cas où ios di'ux varialdos .r, y r<’])i’ôs('ii(('nl l('s oxpoiu'iilii'iùrs 
lri;j:oiioniôtri(]U('s (jui ont pour arji;uiii(Mits los aiioiual'K's (‘xcontri([U('s 
•b, ’l', rolalivos à doux plaiii'U's (Iouik'm's. La distaiHU' i d(‘ oos d(Uix 
plaiii‘(i‘s aura pour carrô uiio (diioliou ralionuolh^ d(î .r, r, (jui s<'ra 
(Milii-ro ot (lu soooiid d('jfr('‘ par rapport à ohaourK' dos vai'iahh's 


I I 

• c, 1 • 

.(• )• 

Il ou r('“sulto (jiK* r(''([ualioil 


(Si t ( 1 


pourra tMrf‘ roduiU' à uiu' ô(|ualion oiiln* l('s d(‘ux vai‘iat)I('s .r, ;v', (jui 
sora, [lar rapptu'l à charuiio d’(‘llos, alj<ol»ri(|uo (>( du (lualrduiu' d(‘ÿj;r('> 
soul<‘iuou(, D’aulro pari, la Ibuoliou porlurhalrioo, rolalivo au sys- 
liuiii* dos doux plau('‘l(>s, sora la souuuo do doux (piantih'is. doul l’uuo 
sora proporlionuoHo au rapport 

I 


ol les porlurhaliotis p('‘riodi(jU('s d'un ordro ('dovo pourront so diuluiri' 
assez raoilouioul <1(‘ la (hdortuiiialion dos ooollio.ioiils <|ui o.oriawpoii- 
diatiil il di‘s loriiii's, doul lo raiifj; sora oousidoraido, dans lo dévoloppi'- 
mont do ‘ on iim* série douldi* ordonnéo suivaiil los puissaiio.os asoon- 
daiitos do . 0 , y, (iida posé, nomnions 


lo oooflioioni do 


\ 


lit i fl 


./• '"y" 


dans lo dévoloppoinoul do ' • Pour di' Irés fi;randos valeurs d(' w l'I //, 
U!i<* valeur très approohéi' do o(* (undlio.iout sora lourniii par 1 oijiia- 
lioii ((>), pourvu qtie l’on prenne 


(9) 


\ 
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Si d’ailleurs on pose, pour plus de commodité, 

(10) — 

l’équation (8) deviendra 

k 

(11) 

et la formule (9) donnera 

(12) F(a;, j) = 


Or il est clair que, dans le cas présent, la valeur particulière do j, 
représentée par V, sera une racine de l’équation (2) réduite à la for- 
mule (i t); et, de plus, il résulte de l’équation (r2) que l’on aura 

(i3) â = 


Enfin, comme je l’ai déjà remarqué, on a sensiblement, pour de 
grandes valeurs de n, 

et, par suite, en posant ^ 


Donc la formule (6) donnera 


(i4) 


— — 7=^(' + «)• 

2 le \/ amn 


D’ailleurs, on reconnaîtra sans peine que, dans cette dernière for- 
mule, U, 0 représentent des valeurs particulières de x, y, propres à 
vérifier les deux équations simultanées 

(|5) iîlr^O, -D;„c‘iH- =^Dy<‘!l=:0. 

m n ^ 


Dans de prochains articles, nous examinerons de nouveau la for- 
mule (i4) avec les conditions sous lesquelles elle subsiste, et nous 
discuterons aussi la formule analogue qui sert à déterminer les coeffi- 
cients d’un rang très élevé dans le développement de ^ en une série 



FA T H Al T lis:). 


I2i 

«luîïblr ufdüiinrr suivanl les puissîUHM's en(ièr(‘s (l(‘s (‘XjK>a(‘iïf i(‘ll(‘s 
f ri;^<M!fHîi(*frî(jiii‘s <ionl les arj^’niiKMils re|)i’és(ai((‘îi(, non pins I(‘s ainn 
înalies exeenlric|U('s, mais les anninaliixs mnyimnes des deux planèü^s. 


2K5. 

AsiimMiMu:. sur un J/r>;/f>/re dr M. Ia‘ Verrier, (jui a pour 

oiijti lu il(it rfnui(((ifUi d lun' i^ru/idr inrp'ultfr du inoyrrt nuuimnvni 
dt^ lu fdunrir Pu lia s* 

O H T. W. j». “r»7 (17 Hi.irs 

Mu sait <]nt‘ la llieorie «l(*s pelilos planid(*s, dé(a)nv(‘r((‘s au (‘oui- 
iiifiicciiu'lit lie ce siôclc, s'csi n'I'lisAi* jiis(|irii‘i ii (oui (•.iilciil l'ii 

les ('fïurls des aslroixinics cl <i(‘s fi,'(’‘(imè(i'('s. Les pesi- 
liidts (le ei»s astres, (l(itiné('s ii l'avaiXM' dans l(>s ('‘pli(''ni(''rides, dillen'iit 
l(Mij(tiirs assez itnlaldeiiieiit de eidli's (jirindifjiK'Mt plus tard les ol)S(‘r- 
vafioiis. Kii vain l'Aeadéniie a-l-tdle prnposi’' (•e|((> ll)('‘nri(‘ (■.oinuK' suj(‘l 
lie prix. I.e eini!‘i(iirs n’a produit aueiin Mi'unnira* di^ne di* rirnpnrianci' 
du sujet. Les (•xeeiitrieilés et les inelinaisnns des ()rl)il(‘s d(> (a'rî's, de 
l’allas, de Jtiuuii et de Vi'sfa n’('‘tan( plus r(‘ur('rtn(‘‘eK dans h-s limites 
eiiuipatiides avec l’usai^e des luétlindes de ealeni Juscju’à présent a(»pli- 
(jtièi's aux plani’Ies aiieieiiiies, nu ne vnvail plus enmiiuMit il serait 
pnssiidf* de lixer les inéj^alitès jtérindiijiies d('s mnuveuHUils d(>s nnu- 
vt'atix astres, snrlnut Inrsiju’il s’agissait d’in('‘galités dont l’ordri' était 
liirt élevé. On doit savoir gré à i\l. Le Verrii'r de n’avoir ])oint reculé 
devant la pensiV d’attaquer un piaddiuiie si dillieile; on doit lui savoir 
plus de gré encore d’avoir alleiut le but qu’il .s’était proposé, (‘t d’avoir 
prouvé, par un exemple Ircxs remarquable, que le problème pouvait 
être résolu. 

Lorsqu’on multiplie par 18 le moyen raouvemcntde Jupiter et par7 
celui de Pallas, les deux produits ainsi obtenus dilïèreut (uiire eux 

lO 


OKiH’nt <U C.~ f>. I, t. IX. 
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d’un angle très petit, qui est seulement de i63i" sexagésimales. Cette 
circonstance permet de croire qu’il existe dans le mouvement de 
Pallas une perturbation sensible correspondante à cet angle. A la 
vérité, cette perturbation est du onzième ordre par rapport aux puis- 
sances des excentricités et des inclinaisons; mais on aurait tort d’en 
conclure qu’elle doit être négligée. 

Dans la première partie de son Mémoire, M. Le Verrier développe, 
avec beaucoup de sagacité, divers raisonnements propres à dissiper 
cette illusion. 11 observe, avec justesse, que, dans le cas où les excen- 
tricités et les inclinaisons cessent d’être très petites, les séries, pour 
demeurer convergentes, doivent être principalement ordonnées, non 
plus suivant les puissances entières de ces éléments, mais suivant les 
sinus et cosinus des multiples des longitudes ou des anomalies, et que, 
dans ce cas, la grandeur de l’inclinaison peut devenir elle-même favo- 
rable à la convergence des séries. Ne pouvant plus alors se servir des 
développements connus, M. Le Verrier a eu la hardiesse d’appliquer à 
la détermination de l’inégalité cherchée, des formules d’interpolation 
relatives au système de deux variables. Disons maintenant quelques 
mots du résultat auquel il est parvenu. 

Comme un de nos honorables confrères le rappelait dans une précé- 
dente séance, il est quelquefois arrivé que des travaux considérables 
s’appuyaient sur de longs calculs, qui, en raison de leur longueur 
même, n’avaient pu être vérifiés d’un bout à l’autre par les examina- 
teurs, et il en est résulté que, en s’occupant de matières déjà traitées 
par leurs devanciers, des auteurs ont pu signaler de graves inexacti- 
tudes dans des Mémoires qui avaient d’abord été l’objet d’une appro- 
bation non contestée. Les Commissaires nommés pour examiner le 
Mémoire de M. Le Verrier n’ont pas voulu que l’Académie pût avoir à 
craindre rien de semblable, en adoptant les conclusions de leur Rap- 
port; et, pour dissiper tous les doutes, sans être obligés de recom- 
mencer le grand et utile travail auquel M. Le Verrier s’était livré, ils 
ont cherché s’il ne serait pas possible de vérifier par une autre voie le 
résultat de ses calculs. Heureusement, le moyen d’y parvenir s’est 
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offert à eux, dans les méthodes nouvelles que l’un d’eux a déjà pré- 
sentées a 1 Académie. Nous allons indiquer ici les vérifications qu’ils 
ont obtenues, nous réservant d’en exposer les hases numériques dans 
quelques Notes placées à la suite du Rapport. 

1) après M. Le Verrier, la perturbation cherchée du moyen mouve- 
ment de Pallas s’élève, dans son maximum, à 8g5" sexagésimales. 
L’angle, qui doit être retranché, sous le signe sinus, des multiples des 
anomalies moyennes, est de 

Ces conclusions ont été vérifiées de deux manières et à l’aide de 
deux méthodes différentes. 

D’après la première méthode, l’inégalité cherchée s’élève dans son 
maximum à 90 Ü", 6 , et l’angle qui doit être retranché des multiples 
des anomalies moyennes est de ag'S'SS". 

Ainsi, les deux vérifications, qui s’accordent parfaitement entre 
elles, s’accordent encore parfaitement avec le résultat trouvé par M. Le 
Verrier. Il y a plus, et il importe de le remarquer, la très petite diffé- 
r(Mice qui existe entre ce résultat et les nôtres est seulement de l’ordre 
des (erreurs que pouvait amener l’usage des Tables de logarithmes à 
sept décimales, dont M. Le Verrier s’était servi. 

Kn résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire sur la grande 
inégalité de Pallas fournit de nouvelles preuves de la sagacité que 
M . Le Verrier avait déjà montrée dans d’autres recherches, que ce 
Mémoire est très digne de l’approbation de l’Académie, et qu’il mérite 
d’être inséré dans le Recueil des Savants étrangers. 
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Asthonomik. — Notes Jointes au Rapport (jui précède, et rédigées 
par le Rapporteur. 

C. R., T. XX, p. 769 (17 mars ). 

NOTE PREMIÎ'niî. 

Sih- les variations du moyen mouvement. 

Soient 

7W, m! les masses de deux planètes; 

r, r' les distances de ces planètes au Soleil, au bout du temps / ; 
ï leur distance mutuelle; 

0 leur distance apparente, vue du centre du Soleil ; 

T, T' leurs anomalies moyennes ; 

[JL, [N leurs moyens mouvements; 

a, a' les demi grands axes de leurs orbites. 

Si l’on prend ])our unité la masse du Soleil, on aura 

l 1 

(r) .rt - (i , (J.'- :a' ■•‘(i + zw')-, 

et T, T' seront de la forme 

( 2 ) T^IX{L~Z), r':x:p/{t'-^-z'). 

Si d’ailleurs on nomme R la fonction perturbatrie.e relative à la pla 
nète m, alors, en faisant varier, avec le temps /, b^s éléimuits elli|» 
tiques de cette planète, on trouvera 

( 3 ) . 

la valeur de R étant 

m' r cos ô 
77^ 


( 4 ) 




. . -H- 


-h ‘ ; 
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[J. a a ’ 

ini (ircra de r('‘(|iia( ion ( 3 ) 

a-p. 

(airii'ovons iiiaiiilonaiil l’on (!év(‘lo|)p(', rapport - suivant les 
puissances (Milii'ia's (l<'s (‘xp<iii(‘nli(‘l!cs (rif'ononiétriijiK'S 

r ^ \ \ ^ ^ • 

cl supposons que, dans c(‘ (IcvcioppcinenI, on représente' par A,,/ le 
cocflicicnl lie rexpoiienliidle 

f,{n' T' I 

qui a pour arj<imicnl la ilillcrence // r -~ // 7’. Si l’on pose, pour plus 
lie couitnoililé, 

■* V„, „ ar.eS'iv' 1, 

les fermes correspoiidanls aux (I(‘mx arffiiinents 

n'7" n’l\ nT 

dans le développciiieiil du rapport si'ront 

.*///' Vf» ^ 7 / i U V \ ’ w' X f'* ^ // /'süjy' -T. 

cl. par suite, la soinnie de ces deux l(‘l•nles sera 

■■ w' .)T, cosC//"/’'— «7’ !■<>). 

Or, pour de j^fcaudes valeurs de //, //', c.efte somme deviendra sensi- 
Idmnent égaie au ferme correspondant de la fonedion perturbatrice. 
Donc, si l’on nomme A;x la partie de u. eorr(‘S|)ondante îi l’argument 
‘ (/l'T' - /iT), on tirera de la l’ormiile (!)) 

(fi) .)r.I)^cos(«'7’'— «7’-h-i2). 

* IJ. 
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D’autre part, les formules ( 2 ) donneront 

et l’on aura, par suite, 

^ ^ ^ n' pJ — n[L 

Donc la formule (6) poun-a être réduite à 

( 7 ) D,Af.^ , XD,cos(Ai'7’'-nr+Q). 

En intégrant deux fois de suite cette dernière équation, par rapport 
à t, et en conservant seulement dans chaque intégrale les termes pério- 
diques, on trouvera 

(8) A fi,dt= — f .3^ sin {/iT- nT-^ii). 

^ ^ J ^ {n'ix' — niJ.ya^ 

De plus, en négligeant la masse m vis-à-vis de l’unité, dans la pre- 
mière des formules (i), on aura 

“I ' 2 

p. = a % 

et, par suite, la formule (8) donnera 

(9) A J ixdt — S m’ na % sin («' T"— « T’-t- i2). 

Telle est la formule qui détermine tes inégalités périodiques, produites 
dans le moyen mouvement de la planète m par l’action de la planète m' , 
ou plutôt celles d’entre ces inégalités qui sont du premier ordre par 
rapport à la masse m! . En vertu de cette même formule, la variation 
A J \kdt du moyen mouvement ne restera sensible, pour de grandes 
valeurs des nombres n, n', que dans le cas où le dénominateur 

{n'y.'— nyY 

sera très petit, c’est-à-dire dans le cas où le rapport ^ différera très 
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[MM! (lu nippurl Ajuulons (m’on tiv)iivuu‘a ai s('un. (Mit I(\s valeurs (le- /z, 

n ([ui rtMupliroüi (U‘(l(‘ (unulitiou, si Ton ch^ve 
frarfiun (‘unîiniUM 

Suppusuns, pour fîX(‘r l(‘s i(l(M*s, (|U(^. m repn'^sentc la masse de Jupi- 
l(*ï\ (‘I /// (udle <1(‘ I^dlas. Alors ou aura 


loppe le rapport ™ en 


•> S ()7 I 1 ' 


[j/ iO(y>/jG"f 


u/ 

' . 'i l 

fj J <)()->.')() 


I ■ 


U "O •_> 


Doih' alors le rapporf (lillV‘r(>ra (rôs |»(mi dti ra|)p()r(, si l’on prend 


n 




et, par suît(% si Ton piauid 


I ! 


I -l 


iK 

7 


// 


/» 


II' rK. 


Ad<^pl(Hîs hvpo(hès(s (*t substituons dans riujuation ( 9 ) les 

vabuirs de <i (*l dcî ///' (M)rr(*spondanti\s a Pallas (‘l a JupiliM', savoir, 


n ’>,777.n.'î 


i )n aura 


3 fi (Il ' 


H>,)0 1<)<) 


<‘t 


I 

I <>5() 


3 fiai' (( 


<u/ 5,5/150.6 

lOO 100 


<>(. par siiilr, la foriniilc (p) doiuiora 

Kufiïi, si, pour ïauluire (Mi siu'ondes s(‘xag(‘simales le second m(‘iul)i(’ 
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de la formule (lo), on multiplie ce second membre par le rapport 

I 296000 

3 

2v: 

dont le logarithme est 

5,3i4425i, 

la variation A f exprimée en secondes sexagésimales, deviendra 


(!') 


A y y.dt — 




sin(i87’'— 7r+î2); 


0,00000000295 1 5 

et le maximum de cette variation sera le rapport 


0,00000000290 I 5 


Donc la variation dont il s’agit sera connue à une seconde prés, si la 
valeur de ati est calculée avec une approximation telle que l’erreur 
commise sur cette valeur ne surpasse pas le nombre 

0,00000000290 I 5 , 

et, à plus forte raison, si cette erreur est inférieure au nombre 

_3_ 

lo*-' 

Les diverses méthodes que nous avons exposées dans nos précé- 
dents Mémoires permettent de calculer facilement l’angle ü et b^ 
module ÿZ avec une approximation supérieure à celle que nous venons 
d’indiquer. Ainsi que nous l’expliquerons dans les Notes suivantes, 
une de ces méthodes nous a donné 

<Db m 0,0000026769 . . . , Q = — 29^ 3 ' 55 '^ 

Une autre méthode nous a donné 

=0,0000026750, , ^2=1 — 29*^3' 25''. 


Donc les valeurs de tirées de la formule (5) à l’aide de ces 
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tl('ux inétliodi's, sc'i’ont i’('S[)<‘(iiv(?tn(':ii(, 

A J ■ (!)o0'',()) sin(i87’'— ^ T— agoS'SS"), 

AJ (<)(»(!",;{) siii (i8 7 "— 7 T’ — a9“3'a5"), 

NOTIÎ IliaiXlfeME. 

Sur lu ftistunrc uiutiicllc de deux planètes. 

Coiiscrvdiis l(‘s iiofalidns adoplOrs dans la pi‘('inii;rc Nolo; et soient, 
de phis, 

•y, les anomalies exi'inilriijiies d(‘s planî'ti's w, tn' ; 

p, P leurs loiif^ilutles; 

rts, les longitudes île leurs périhélies; 

II, H les distanees ajtparente.s de ees périliélii's à la ligne d’interscc- 
tion des deux orhiles; 

£, i' les exeeiilrieilés de ees diuix orhiti's; 

I leur ineliiiaison mutuelle. 

Knlin, po.sons 

n tang( J are sine), t;' (ang( J arc sine'), 

• ,1 

V sur ■ ■ 
a 

I,e carré de la distance i des deux jilani'Ies si' trouvera déterminé par 
le système des formules 

% 

fï| / 7 *' i-O.Sfî 

{'j| roHfî (//*-» m \ Il p* i rn'— IT) i v<*()s(/>-----tït + 11-H//— -tîT'-i-nO» 

auxquelles on devra joindre, non siuilement les équations 

(.'Ij r a{\ 

( 4 ) cos (/» - m) ’ S ' » ( P ® ) 

QEmrfë dê C*. — S. I, t» ÎX. 


1 . 

(r •— 6^)^ sio ^ 

l — £ CÜS 4' 

*7 
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dont les deux dernières peuvent être remplacées par la seule formule 


(è) 




I — Yie 


-'W-* 


I — -fle 




mais encore les équations semblables qu’on obtiendra en substituant 
la planète in! à la planète m. 

La valeur de t- donnée par la formule (i) peut être évidemment 
réduite à celle que fournit l’équation 


(6) + 
les valeurs de p et de ç étant de la forme 


(7) 

( 8 ) 


( P = h -h k cos(4' — 4*’ — “) ~ cos(4 — S) — b' cos(4' — 6') 
I -H- C COS(4 -H y)> 

ç = i cosad/ + i' cosa 4'. 


D’ailleurs les angles 
et les modules 


a, 6, 6', y 

b, b', c, h, k, i, i' 


se trouveront liés aux sept paramètres 


a, a', s, e', n, H', y 


par dos équations faciles à former, dont les deux dernières seront 


(9) 

On pourra même, sans recourir à toutes ces équations, déterminer 
très aisément les angles et les modules dont il s’agit à l’aide des for- 
mules (6), (7), (8), (9). Effectivement, des équations (t), (2) 
jointes aux formules ( 3 ) et (4), et de l’équation (8) Jointe aux for- 
mules (9), on pourra toujours déduire les valeurs de t^, de ç‘, et par 
suite de 

P = t2— ç, 

correspondantes à des valeurs données des anomalies excentriques 4. 
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S . Dniir, si l’on n'pri'sciili' |>ar ) le seeoiid membre de la for- 

mule I 7 I, e’esl-ii-dire si l’oii |»ose 

Ki'oscf ■'/ y-) lieosC']; - - £) — li'cos('J;'— 6') 

I i- c (■os(4' -I- >1^' — y) 4'’)’ 


l't V I seiai iiiie fdticlieii d('s variables 'ji' dont la valeur pourra 
(•(re ai'-emeiil déh'i'miiiée pour (dia(iu(' syslî'me. de valeurs de ces 
variables. Ou lii'ei'a de la lormule ( lo) 

!■’ ( 'j.! 1 t:, ’V ~ ' ■+■ ( 4 ' 4’ ) 

I I I i h keosi ’^ y' ./A ■- ceosiy ; 'j/ y\ ■ 

Fl '1/ i -, 4' I • t:) - - F('J;, 'V ) 

i î * ) ("J^ i 1 » i y *. ) 

et dt‘ la formule ( i i i 

F(4 ■ t:,4' I 1 F(4 1 -,4') ! F(4.4'-i !-''(4-4'), 

!,;• Il y, 

, keos (4 4’ ' ''''"^(4 ' 4' y) 

,,Vi • F(4 . n,4' 1 n F.4 i ^•4'' i'(4. 4'.i '''(4- 4'). 


\ 


lédiatiMueiit la valeur de b. 


Cela posd. ré(|ua(iou ( i ‘5 ) fouruira imme^ 

que soient .l’ailleurs les valeurs attribuées à 4 , 4'- >' 

liiil, eu particulier, 4 'Y 'I"""*''"' 


FC:. 


Fer.") F(o,7:1 lF(o,o)_ 


1 ), (dus. ou déduira aisément des formules (. 2 ) et yi/,) les valeurs 
des quatre modules 


•I des (|ualre anpdes 


11 , If, 1 ', e 


', «I y. 


„l|rit,„u„l, ,laî.s .'liaMm' larnilllc, aux aiislf» i- +' d» valcufs qu, 
|,,rin.'lla„t a•.■■li,nillar aiaàiiuail ru.i lias larmasiUi praum-r u,n„il.ra. 
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Veut-on, par exemple, déterminer b et ê, il suffira de poser successi- 
vement dans la formule (12) 

Alo»s cette formule fournira deux équations desquelles on tirera la 
valeur du produit 

b cositj; — : 6) 

que l’on réduira simplement à b, en posant ^ = ê, puis à b cosS ou 
à b sinê, en posant = 0 ou ’j' = "• On connaîtra donc ainsi, avec le 
module b, les deux produits b sinS, b cosë, par conséquent le sinus et 
le cosinus de l’angle 6. On connaîtra donc cet angle lui-même, que 
l’on peut supposer renfermé entre les limites — -r:, -t- tc. 

Il est bon d’observer que, en vertu des formules (9), les rapports 

«2 — 2 ’ a '2 “ 2 

seront très petits quand les excentricités e, t' seront peu considé- 
rables. Si l’on suppose même 

I 

c’est-à-dire si l’excentricité atteint sensiblement la limite au-dessus 
de laquelle elle ne s’élève pas dans notre système planétaire, on trou- 
vera 

Il est aisé d’en conclure que, dans ce système, ç sera généralement 
très petit par rapport à en sorte que, dans une première approxi- 
mation, on pourra réduire la formule (6) à la suivante : 

(16) 

Observons encore que des formules rigoureuses (6), (7), (8) on 
tire 

(*7) 


H + K cos(i|j’ — w) -h i' cos2i}j', 
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11 , K, (ü (‘laiit (l('s lonctions l’aiijiçh! 4 * diHcrniinécs par le système 
<1(‘S ('“(jualioiis 


) Il h — h — 6) {- i cos'.>. 

I K k a) • i- c (‘.osf'i/ y) — COs 6 \ 

f K sni ksui('y a)- sin (tj; — y ) — I)\sin 

Si ri)ii |H)S(S jM)ur ahrr^M‘i% 


■ r .r^ 

lis forïüîîlis ( 7 ), ( H ) (loiniaruni 


1 U P '1 II ! k ( t 

. X V ■ 

. -J . 

1 ‘ (‘ r T ‘ 


(un) . 





/ h(.cr 

fiv' > 

, .i ,.ev/ . \ 

l)'(^ .r'r «V 1 

' ÿ '^"^ j 


{■»■) i(.r’ i 7) 


K« vertu des équations (20), (2r) jointes à la Idrniiile ((>), le earré ï* 
sera une fonction rationnelh* de .r, .r'. Il y a plus : considéré comme 
Idnetion des (juatre (|uanli(és 




I 

./* 


t 



le earré t’ sera du semuid d<‘j'ré par rapport à cliaeune d’elles, et du 
premier degré seulenu'ul si, dans la vahuir d(* té*, on néglige la quan- 
tité ? ([ui, «‘(unine nous l'avons vu, restera générahunent très petite. 

De réqiiafi<in (ti) jointe auv formules (20), (21) ou, ce qui la'.vient 
au même, de l’équation ( 17 ) jointe aux formules (iH), (19), on con- 
clut aisément (jue la valeur d(‘ » '■' [>eut êlia^ présentée sous la forme 


(1 a.r'c Ç'/ ' ) (1 

(au) t’ 


a./-' 'eîV ')(t - b.r'eî'/ ')(' — b.e'' * e ■ï’v'-' j 

;x'* 


les modules a, b, Sf et l’angle ç étant des fonctions de la variable 4 
qui se déduisent des trois quantités ci-<lessus désignées par H, K, w 
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à l’aide des formules établies dans un précédent Mémoire {voir le 
Compte rendu de la séance du 9 décembre i844)- H en résulte que 
l’équation 

(23) t-zzro, 

résolue par rapport à x' , admet quatre racines de la forme 

beîv''— 


On peut d’ailleurs choisir les modules a, I) de la première et de la troi- 
sième racine de manière qu’ils vérifient la condition 

(a4) b<ii<i. 


Ajoutons que la quantité ac se trouve liée aux modules n, b par la for- 
mule 


et que si l’on pose, pour abréger, 


(2(5) 


tangl 5 arc siii 


? 


l’équation (ad) pourra s’écrire comme il suit : 


(27 ) (' -t- (i -+- 0a;'-* ) -f- ^ -1 — = o. 

Dans le cas où l’on désigne par m' une des anciennes planètes, i' est 
généralement très petit, et pour obtenir les deux racines 


lie'?''-*, be-?v-*, 


il suffit d’appliquer la méthode des approximations successives, donnée 
par Newton, à l’équation (27) présentée sous la forme 


a;' ( •■»' -t- 0 f-’ ) -f- 


K 


I H- a;'* 



Alors, les premières valeurs approchées de ces deux racines étant les 
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deux valeurs de x' que fournit l’équation 

la première approximation nous conduit aux formules 

(28) aeîv/~— — be-^v'^— 

(}ue l’on véritie en prenant, d’une part, 

("-9) ’ a = 0, cp = 7r4-a), 

(d, d’autre part, 

( b rr O. 

De plus, la seconde approximation donne, d’une part. 


a& 


(3.) 

d’autre part, 
(3a) 




K 


ô-‘— B 


)• 


il =z-~ L e-ù) sj-i ^ 

Iv 


et par suite la seconde valeur approchée de b est 


(33) 




Alors aussi, en prenant pour valeurs approchées de a et b celles que 
fournissent les équations (29) et (33), on tire de la formule (25) 

20 

(34) 


11 peut être utile, comme nous le verrons dans les Notes suivantes, 
de connaître la valeur maximum maximorum du module il ou 9 consi- 
déré comme fonction d.e On y parviendra en appliquant les règles 
connues à la recherche des maxima de ce module. Si l’on veut trouver, 

en particulier, les maxima de 0, on observera que, en vertu de la for- 

K 

mule (24), ces maxima correspondent aux maxima du rapport jj, par 
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conséquent aux valeurs de 4* qui vérifient la formule 


(35) 


Dj,K Dj,H 

-K — r=°- 


Or, pour réduire le premier membre de cette formule à une fonction 
connue de il suffira d’y substituer la valeur de H, tirée de l’équa- 
tion (i8), et de la valeur de K, tirée des équations (19), c’est-à-dire la 
valeur de K déterminée par la formule 

K®= [k cos(i}' — a) -h c cos (4 — 6) — b' cosê']^ 

4 - [k sin (4 — ce ) — c sin (4 — ê) — b' sin 6']^. 

Lorsque la planete m est Pallas, et la planète m' Jupiter, alors, en 
prenant pour unité la distance de la Terre au Soleil, on a 

0 = 2,77263, «'=5,202798; 

alors aussi Ton trouve 

£ = 0,24?., £'=0,048162; 

et, en adoptant l’ancienne division de la circonférence, on a encore 

n=— 53«48'2o", n' = — i63“22'5", 

I = 34<>i5'36L 

En partant de ces données, on obtient facilement les valeurs des angles 

a, 6, 6', y 

et celles des modules 

h, k, c, b, b', i, i'. 

En comparant ces modules au carré du demi grand axe a! de l’orbite 
de Jupiter, on trouve, en réalité, 

h = 1,2981273a'®, k = 0,96795870'®, 

b'= 0,2839067 a'®, b = o,i63i624a'®, c = 0,0881646a'®, 

i =0,00831690'®, i' = 0,00116980'® 




i:\TH\rr 


Vu 

y. U ' 

c ’ \ 7 ’* [{ .“| \ ", - ! T)" I ( / \ ", y S" •> ■>/ r>.'i " . 

La \alaîir iri trouvât' [hmii* i' âtanl li |mmi pri'S <1<' u( par 
c‘uu>fc[ui‘nt Irâs pt'tih', il (*îi râsultt' tjuts tlaiis la (ht'orit' dt* Pallas 
t*t tl(‘ JupitiU*, !t‘ luiMlult' a st'ra st'iisildt'int'ul t'i^al au lutulult' 0, ul I<‘ 
nuMlult* b sunsihlt'iîHUil mil. Si Tou tdH'rtdu' altu’s It' /////.r///////// //nr.vi- 
«la 0, uü riuaMina if ra (|U il ri‘j)uiHl a mu‘ aiuunalit' t'Xtuuit ri(|U<* 
da tuivirmi : t'I, si Ton posa t*n r<‘alitt‘ 

ou îruuvt'ni 

J uj'/jt». rt oj’»Vo h o,»>o(fSS«j. 


Non: nu»isU:Mr. 

s'fW it^s (li vrltippemrfin tic lit funrfitt/t firrt ut httt rire cm srrirs ttnlanttrrK 
siiîutttt 1rs pttissfttit't's t'tifft't'rs des rj'ptuirttttt'llrs i rt L^rtutftirf t'itj ut*s tlrttt 
tcK tir^^umrnis mtnt, rii 1rs ttttnttittlif's ttttyyrtt itrs, au /f.v utuutuiiirs iwrru’^ 
frifftirs, 

Ouuîh! uii rltcuadu* I<*s pi'rim'batiuus <1 iiu ordrt* prodnilt's 

tlaîi?^ lu îîHiiivtuiiuul tlt* la plaiii'l(‘ w par I aol ion <lt* la plaui'tt' w , la 
fiiîuiiiHi |H*rîïîr!iatri<’o pmit (‘tn*, sans t'rriutr s(‘usild<\ ruduih' au 
lurîîiu râriprtHjmumuit piajporliunnul a la dislama' t . Alors, ptuir 
duvidoppur la fourlion pmlurtialriru ru uur srrir tloiildt' ordonnât' 
Htiivaîil It's piiissaiM’t's asrt*ndaiil<‘s tlt's t‘\|MUM‘n(i<dlt‘s dont It*s arj^ii- 
nioîils sont 

r^< S o' V- », 

il Mifli! tlu rmislruirt* 1<‘ dâ\olopptumml th' ‘ m mu' srnddaldt' st‘rit\ 
ILaillmirs ru dâvidopiimmuil ptuit aisrim'Ul sr drdiiirr du dâvt'loppt-» 
Oîimt dr * ni mtr sârit» tltuildr, ordonnât' snivanf 1rs jmissanrt*> 

I 

riifii'rrs dc's rxponnil ïtd lt*s Irij^onoîmdritjm's 

i8 


uiitiptu i/rO» S. U r î\‘. 
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Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soit A„ le coefficient de l’exponentielle é'’’’'!-' dans le développe- 
ment de en série ordonnée suivant les puissances entières de , 
et le coefficient de dans le développement de en série 

ordonnée suivant tes puissances entières de a; = . On aura, non 

seulement 

^ — “Tr 

mais encore 


la somme qu’indique le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs entières, 
positives, nulle et négatives de l. On aura donc, par suite, 

I c’' — 

(3) A„= — l'Â,,,-/ a;”-' dT. 


Mais, en intégrant par partie et ayant égard à la formule 


on trouvera 


D^â? = X \J — I , 



e-nr^-idT — 


l 




la valeur de Ci étant déterminée par l’équation 

( 4 ) / ocr-^e^ ' 

Donc la formule (3) donnera simplement 

(5) 

Ajoutons que, en vertu de la formule (4), Ci sera précisément le coef- 
ficient de cci dans le développement de l’exponentielle 



H \T II, VIT N" :>SG. 


K«) 


(irilDUiu'* siiiviinl li‘s pnissiiMCf's (Mili(“r(‘s de. x. L(' (u(;((',ur Q, dclermiru'' 
citmiiic oïl vieil! lie le ilire, es! la Iraiisei'iidaide di* M. Bessol. Pour eu 
ohleiiir le déveloiipemeiil eu série e,oiiverii:eu(e, il siilïi! de déconi- 
jioser rexjiniieillielle 


t! 
f, 'J 




dans laijiielle nous poserons, pour aliréj^i'r. 


n y 

■ 

Pli < 1 pîî\ lîMiiMirs il(‘ la lornii' 

r 

p"', P *, 

puis <h‘ drvi’iopppr (‘hapuii <h‘ r(*s larliMii's (‘I loin* [iroduil ini sôrii's 
oriloîiuôc^s siiivanl l(‘s puissaiioos asoondanlos do c, l^ii opdrani ainsi, 
nu Iruiivo, pour uuo vahuir pnsilivo d(‘ /, non siMih'nnnil 

HH ^ 

mais inu’oro 


la valnnr do olanl 

f i c' 

* * ''' ' 1 / ; 1 ‘ I . ■*. ( / 1 I ) I / 1 ■ •,( ) 

De plus, si l'oii eoiiimeuei' par déduire de réiiiialiou (H) la valeur 
de X/, pour deux valeurs eonséeulives de /. par l'xeiuple pour 1-- 7 l'I 
pour l H, ou idtlieiidra eiisiiile, avee la |dus ''raiide faeililé, les 
valeurs de eorrespoudaiiles il de moiiidri'S vali'iirs d(' /, a laide di' 
la roriuiile 

c’ 

"" ''' ' ■'" '/(/ I I) 


J'ai eateiilé de relie iiiaiiière les vali'urs diverses qu’ou obüeul 
pour i'i, dans le cas oii l'oii l’ai! eoïiieider la plauîite m avec Pallas, en 
posant d’ailleurs n 7. ou avee, Jupiter, eu [losaul d’ailleurs n — 18. 
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J’ai trouvé, dans le premier cas, 


(lO) 


Oq = 0,4oi45o52 

C3 = 0,0843629, 
Ce — 0,0002928, 
0,0000006, 


Cl —0,5774091, 
C4 = 0,0185457, 
C7 = 0,0000067, 

Cio= 0,0000000, 


02= 0,2802606, 
^3= 0,0082200, 

Ogrrr 0,000006 t, 


et, dai^is le second cas, 

00 = 0,82070740, Oi — 0,39899800, (82=0,08828668, 

(83 — 0,01294772, (84=0,00141646, (85=0,00012807, 

(85 = 0,00000897, (87=0,00000066, (85=0,00000008, 

(89 = 0,00000000. 

Les valeurs de Ci étant ainsi calculées, on pourra facilement déduire 
de la formule (5) la valeur du coefficient A,i, quand on connaîtra 
celles des coefficients 



Il y a plus : si, en prenant pour m' Jupiter et pour m Pallas, on 
nomme 

les coefficients respectifs des exponentielles 

g( n' T— n T) 


dans les développements de ^ en séries doubles ordonnées suivant les 

puissances entières des exponentielles trigonométriques dont les argu- 
ments sont T, Tou 'j/, alors, enjoignant aux valeurs- trouvées de C/ 
la formule 

(12) A,i'__„ ~ r ') 

on déduira aisément de cette formule la valeur de correspon- 

dante à n'= 18 , n = 7 , quand on connaîtra les diverses valeurs de 
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IV! 


[MMirvîi (|{H* 1 <n\ (*{Hisi{l(‘r(‘ l(‘s indices variahics /, t comme étant, rela- 
lils, h‘ [irtnnitn* a IXillas, le seroiul à .lu|)it(‘r, et qn’en conséquence 
(Hi ait rtM-oîirs a la lahle (i<>) pour (léterminer les diverses valeurs 
de a la la!)I<‘ ( f i ) pour délananiinn* les diverses valeurs de dV- 

lui rtesinne, il suit des (nrmul(‘s (.V) {\i (12), que, en supposant 

connu le developpeiinnil d<‘ - en un(‘ séri(^ ordonnée suivant les piiis- 
sanees enfier(*s des exponentielles dont h‘s arejuments sont les anoma- 
fît‘s exeenf ri(|ues, on peut lacileinent obliuiir le dévelo])])em.en t de - 
en inH‘ sm’it* oialoninn» suivant h‘s puissainn's (uitiéiM's des (vxponen- 
(î(dle>donl l(‘s arefuînents soient 1(‘S anoînali(‘s tnoy(‘nn(‘S. D’ailleurs, 
les lorniules inMî\ell(‘s que j’ai données dans l(‘,s pré<*,éd(ni[ts Mémoiia^s 
pruMuetlenf de (‘onslrnir(‘ diia'rtenund (*t av(‘(* (a<*ilité l(‘ (hnaiicn* de (‘es 
d(‘n\ devefiqqHMinmts. J’ai appli<]ué, <‘n (dlet, d’uiu' part, la Ibr- 
mul(‘ ( \ I, d’antrt* part , les nouv<dl(‘s tbrinuh's dont il s’aji;it, à la dét(‘,r- 
minalifUi d(‘ la ‘^n‘and(‘ iné^ndité d(‘ Dallas, (d, j('. suis ainsi parvimu, 
(ounnie on b* vt*rra dans l(‘s No((‘s suivanl(‘s, aux résultats préiaubun- 
ïiient iiidujiiés. 


287 . 

Asraoxo^iîK. Sifi/r drs Sotrs n/irKwrcs (la Happor! sur Ir Mé/rmirc de 
Verricnn e( re/u/ivt's à Ui deienuiuuùou des inc ^(iluès périodicpu^^^ 
des plunèlaires \ eoir le taunpli^ r(mdu de la séa/iee du 

I ^ tnars ) . 

r,. H., a*. W. p. {•>1 murs rS.i*>). 


Norr orATuU'MK. 

! h'seinppeute'Hi d U t'tippnvl de ï'tinilê à la dlstauee de deux planeles eu une 
s,ef'ie eedunnèe suleanf l(*s pu issa/i('es e,ntteees des ej'poncntielles doni les 
itrr unients sttnl les a tuanaUrs exce/ifru/ues. 


Conservons les méuHxs notations <jiu^ dans h's Notes precedentes, 
lîepréseiitoîis, en eonsécjiuunus |)ar y la distam^e des d(‘ux plan(des 
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m 

m, m' , par leurs anomalies excentriques, par n, n' deux nom- 
bres entiers donnés; et soit toujours le coefficient de rexponen- 
lielle 

^ Y V ^ 


dans le développement de ^ en une série ordonnée suivant les puis- 
sances entières de la variable 

On aura 

( î ) “ , , . <Jln 2 *4~ 1 ^ ^ ”4“ cAuq “4“ ûAai X —1- eAi>2 — H • • . J 

X- 

puis on tirera de la formule (i) 

I r’' I 

(a) A„— — / 

2r.J_^ t 

et, comme l’exponentielle 

aura pour module l’unité, on conclura de l’équation (2) que le mo- 
dule de est inférieur au plus grand module de Il va plus : en 

supposant que l’on désigne par l iin nombre entier quelconque, et 
que l’on indique à l’aide de la lettre caractéristiques une somme de 
termes semblables, correspondants aux diverses valeurs de x qui véri- 
fient l’équation 

( 3 ) 

on tirera encore de la formule (2) 

ï X — 

( 4 ) J -i- -f- iAia+2/ -I- ... -I- -1- oAo„_2; 


et, par suite, 

( 5 ) 

la valeur de s étant 



(6) 


s — X^^i H- -1- . . . -f- H- cA!)„_2/ -(-.... 
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Diihi' il ri'ijiudiiiii ( •>. ) on [MMirra sulisliliu'r la formult' 


I J I 


4., 


r .r 

l jirnà I 




si If^ üüuii)r«‘ / ost assez ronsidérahh'. |){)U!* ([ii’on puisse, sans erreur 
sensi!)le, la soniine que représ(Mil,(î la letire ,y. 

Si. ilans les Innmiles (e ), (.">), (/))’ lanuplace n par — /i, on 
(r«Hi\c‘ra. nnn siMileuHMil 


. N , 

niais (Uieore 

t 0 ^ 





I Y» 

/ X 


s\ 


la valeur tic* v êlanl 


i î U I V ^ * Hf « / 1 ^ * * • ' // / ‘ t “ ” // 2/ "I • • • • 

f>la pesé, un pourra évicicunnuMil à ré<|ua(ion (()) sulislituer la sui- 
vanlc* 


si le îiuuîhrt* / (»sl assc*z eunsiclérahic* pour eprun puiss(\ sans erreur 
sensible*, néj^li^nu* la soïuuh^.v, clélcuanincM* par la (ornuile (lu). 

Kîtiin, si l’tiU ntunnu* u,, 1<‘ tan'llicucuil. (I(> r(*X|)un(*n(i(*lle 

ilans le tlnvclojtjH'iiii'iil de | <‘ii sdrin onhMinno siiivaiil, les piiissainnvs 

ase<uu!aîilr*s ib» la variable* 

, 'VV t 
J' ^ , 

ef si roîi iïHÜfjtit* par le* signe* ü une* sonune de (erines seinblahlcs e( 
eiirrespuntlaîifs aux diversc*s vabuirs de. a*' qui vérifient 1 équation 
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on aura, non seulement 


- ^ r 


mais aussi 


la valeur de s’ étant 


.ç' _ cA£>„'+/' -t- -h . . . -f- oAo,,'—;' 


et à l’équation (i4) on pourra évidemment substituer la suivante 


_ ^'—11' 


SI le nomnro / est assez consiaeranie pour que i on puisse, sans erre 
sensible, négliger la somme s' déterminée par la formule (i5). 

Soit maintenant 


1(^ coefficient de l’exponentielle 


(«''l''— wi|;) \j--l 


dans le développement de | en série ordonnée suivant les puissanc 


entières des deux variables 




On aura, non seulement 


I 

JC, — I Xn.'Ce”-d'ij, 
J „ 

— TC 


mais encore 


I r’' 

c-V,-„= / d'h'. 


et l’on tirera de l’équation (i8), combinée avec les formules (; 
et (i3). 


■ — £, 


(' 9 ) 
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la valeur de i élaiil 

I >.< > I 





l/l 5 


püi> (1(‘ ! <‘«|nalion ( l'jj, (‘onihinn* av(‘c l(\s (bruuilos (j4) 


f 'iij 

la \alrur de i (danf 

! > U 




2l4.. 

, w II {, y 



"’f/'y. 


11 e>l Ihhi d’iih.^ervei- (iiie, les modules d(‘ .r" (>.(, de x' é(.aii( é'uiiix 

* c'' ‘ 

a 1 lUlile, les modules de (*( d(‘ i' s('rou( |•(‘S|)(!C( i vauiienl iiiCérieurs, eu 
verlii des lormules ( t'.o) e( (■>.'>.), le |)r('mi('r, au plus grand module de 
la somme represeiilee par .v, l(‘ second, :ui plus grand modul(‘ (h' la 
>i»mmi- represeiilée par.v'. Doue, pour ol)(('nir la valeur du e.oel1icienf. 
'.I. «■ avec un degré donné (rapproximaliou, (m sorla; (ju(! rerreui’ 
eouimise iH‘ surpasse pas une eerlaiiie limi(.e. lixéaï d’avane.i', il sulllra 
il'iuiiplover, au lieu de ré<|ualioii (i;)), la lorimih' 


eu stijiposaul /idioisi de manière (|U(' !(' moduh' d(' la somme s r('sl(' 
toujours inrérieiir :i la limite dont, il s’agit,, ou, au lieu d<' l’équa- 
tion ( ■.* t ), la fm-mule 

Ci) 


lui supposant /' (duMsi de manière <|u<' le module de la somme / reste 
toujours inferieur ii celte même limite. 

I>es formules ( u’î) et ( i(i), ou ( '^'i ) et. { i i), on lire immédiatement. 

1 VS .r'' .)•' «' 

n.M 2^ - . 

la somme qu'indiijue 1)‘ sigiu' il s’éleudanl à toutes les valeurs d('.'r, .r' 
qui vérifient les équations ( ‘I ) et (iv. ). 


O/- Ni* fi" S tir 


S. !, 1 . ÎX. 


*9 
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Les formules (ii), (i 6 ), et par suite la formule (aS) qui se déduit 
des deux premières, ne diffèrent pas des formules d’interpolation con- 
nues depuis longtemps, et relatives à une ou à deux variables. Déjà, 
dans le § III du Mémoire publié en i 832 , j’avais indiqué ces formules 
d’interpolation comme applicables au développement de la fonc- 
tion perturbatrice. On peut elFectivement, lorsque les nombres n, n' 
deviennent considérables, faire servir l'équation (aS), ou d’autres 
formules du même genre, à la détermination des coefficients que 
renferme le développement dont il s’agit. Mais il est plus simple de 
combiner l’équation (aS) ou (24) avec d’autres formules que je vais 
maintenant rappeler. 

Comme je l’ai remarqué dans la deuxième Note, la valeur de %■ est 
de la forme 


(1 — rt.53'e~?v'->) (i — a.'r'~‘e9v^) (1 — bx' 

(26) Aa 

les modules a, b, ae et l’angle ç étant des fonctions de la variable 'b. 
Cela posé, on aura 


(27) - z=iiDi(^i — ^ (i — ^ 

Soient d’ailleurs 


i / b 

J >/“i 


les coefficients de æ"' dans les développements des deux produits 


(i — ax') ( I 


(i — b a;') ■ ( I 


b\ 


et faisons, pour abréger, non seulement 

P 1 1 .3.5. . .{2n' — i) 

2.4.6. ..2/1' ’ 

mais encore 


(28) 


— a- 
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Chi pour <l<‘s val<‘ürs posilivos de //', 


m 


la valeur fie êfanf 

Ch O 2n ■ î ^ ■ 


,1,,- n - : I J ^ J«', 

y/ 1 — a-^ 


l e ; , 

e ■ e. H.;, (•.>/C-i - <>) /j) 


Ou aura d<Hîr, [mmii* d(‘s valtuirs [M)si(iv(‘s d(‘ ///, 

a"' / 

f.C) Il U- 

y I a - \ 

ef pareilhuiieiif 


I I U" 

u' - 1 H 1 — it- * ' * ' 


i .î'! I 


il, 


b'' 


I I b- 

:! •>.//'■ 1 - I • ■ b- 


\ 1 b = 

Mil l■(*^ viilcur-. ilc fX ■„ cl ih' il),,/, ou (ircra de la lorimile (ay) 

(.î.î) ' .H i . 1 ,,.. «■■f.s/ I , 


chaciitic (les sdiiiitics (jiriii(li(|iic l(‘ sif'iic dcvaiil ("d.ia? (ilcnduc ii 
liitilcs les valeurs (‘iilÜTcs, [lusilivi's, milli' (d ii('‘jfalives de Kntin, 
si l’on (''jiale (‘iilre eii\ les eoellieieiils de .v"' dans l('s d('ivelo|)|)('men(s 
des deux iiieiiilii'es de la Idi'iiiiih' ( '»'> ), on (i‘ouV(M'a 


( V.„. .K r -w : 11, ’^yv/ ' i 

I I I ‘| * 

( tl,.'l„. ,r?v/ ‘ 1 . tl, +...)■ 

üii jHUif assez, IVuuleuHUil . el avt'e un (l(‘jj;i*é d’approxirualion fixé a 
pi-iüri\ ilêleruiiuer la valeur d<* a.,/', v» (‘U juif»aiau( Téqualiou (3/()àla 
furiuiîle t *ïf K UH requahun aiialo^nn^ (jui lournirail la valeur d(‘ à 

la lurîfiiile ( e '| i. 

Ilaiis le CUIS ufî le* uuuihrc* /Cd(‘vi<utl (‘.onsidérahhs 1('S idrimiles (vi i ), 
( de. I duHiHHîl» a frès [hmi [U'ès, 


i ,"14 1 

•1, 

-T „■ 

( :iii 1 

il. 

Î3 «■ 


a 


rt«' 

\/T '" <• 

b«' 

■ y/r “b» 
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D’ailleurs, dans notre système planétaire, le module b, dont la pre- 
mière valeur approchée se réduit à zéro \voir la formule (3o) de la 
deuxième Note], reste généralement très petit. Donc, appliquée à ce 
système, la formule (36) donnera sensiblement 

Î5, = h_, = 0, S5,zr:®_j=0, 

Donc, en vertu des formules (34), (33), on aura encore a très p(Hi 
près, pour des valeurs positives de n , 

(37) X,, = [i],, (I - 

11 y a plus : comme, pour de grandes valeurs de n' , on a sensiblement 



la formule ( 37 ) pourra être remplacée par la suivante : 

( 38 ) -r -. v'=ï . 

sJti n'{i — ci'^) 


KOTE CINQülkMK. 

Développement du rapport de l'unité à la distance de deux planètes en une 
série ordonnée suivant les puissances entières des exponentielles dont les 
arguments sont les anomalies moyennes* 


Nommons toujours r la distance des deux planètes m, rn!. Soiemt 1\ 
T leurs anomalies moyennes liées aux anomalies excentriques 
par les équations 


dans lesquelles £, s' représentent les excentricités des orbites; et 
posons, non seulement 


( 2 ) 


æ — e^^ , 




mais encore 


U =: 


(3) 


II' zzz , 
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IW 


Ou aura, (ui vcrfu (h's loriimli's (r), 


•l) -.rr 5 

H(‘i»ivs<'ntmis d’ailleurs par//, n' (l(uix nombres entiers; par 


h‘S <1(‘ 


4. 




dans les développeimmls de en une séri(> simpl(‘ ordonnée suivant 

les puissances ('iilieres de .r ou d(' .r', ou ('u uiu' série double ordon- 
aé<‘ suivant les puissanei's en(it>res d(‘ .r («t de (mfiii jtar 


les t’a(*lîii*i(nils 


ff '4 


dans les dévadoppenients d(' ' en une séri(? simpb^ onlonnée suivant 
lc‘s puissances enlièn's de a ou d('. //, ou eu une série; double* orelonnée 
suivant le‘s ptiissaue’e's e'ulii're's ele* // e‘t ele* //'. Ou pexiiu'u, e'ii suppe)sant 
eonnue'S le‘S eliverse'S vab-urs élu euee'lliedeuit X „ eue élu emeHieient .4,„', 
en eléeliiire assev, raedle‘nie*ul, à Taiele; ele;s lbrniule;s rap|)e;lée;s élans le-s 
NeUes préréele'ute'S, la vale‘ur élu e-eH'inede'iit A,,-, „ siirteeut leersque les 
uoiubre'S //, //' eb'vie'iielroul e-onsieléralele's. I<ài(re>ns, à e;e suje;t, dans 
ejue'lejue's elétails. 

Ou a géuérale'UK’ul 

(■O Ve. „ / A„-«" 

•'■r:./ , 


D’autre' part, si l’on substitue' la plauè'le; /n' à la planeete' ///, les foi- 
rnule's ( j ) et ( Ô) ele' la (roisiè'rue; Nede; (îvuV page; i.'î8) elonneront 


(<i) 





i'i' désignant le; eux'liieient ele' dans le développement de re;xponen- 
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tielle 


en une série ordonnée suivant les puissances entières de a/, et la 
somme qu’indique le signe H s’étendant k toutes les valeurs entières 
de Enfin, si l’on désigne par k! un nombre entier déterminé, dont 
la valeur soit très grande, la formule (i4) de la Note précédente don- 
nera 


(7) 






y,! l'~n' 


la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs de x' 
qui vérifient l’équation 

( 8 ) 

et la valeur de / étant 


(9) -+■ -I- • • . H- 

Cela posé, comme on aura 

on tirera évidemment des formules (5), (G) et ( 7 ) 

(.0) 


V — 71^ 

6 J 


la valeur de i' étant 
(«0 




Il y a plus : comme, en supposant la somme qu’indique le signe S 
étendue à toutes les valeurs entières de l', on aura identiquement 



, par süil(\ 


i:\Tir\lT N<‘ iH7. 
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la lüiatiuli* ( î O ) (loîinrra 


( î ( ) 







la soîUîîH* <jiriîHrh|ür 1(‘ il s'rl<‘n(lanl à loulrs l(‘s vaI(Mirs (1(‘ .r 

<|ui vrritianf rtapiafioii (H). Ou Irouvara |)ai“aill(‘in('nl 


1 1 


V,. 


1 

/ 





la soiîUiK* (itrindiiiut» Ir si'.nic 1, <lans la (orimih^ (i *> ), s'r((»n(laii( à 
liMiîi*s h*s vahnirs dr .r qui vuriliunf rûqualiuii 

ni») N 

fî !a val(Mïr (i<‘ /ûfan( drluruniHu* par 1(‘ syslîuuu d(‘s Ibriuules 


t<7! ' 

I iH ) S' ^ . / !h î * • • i « 1 n /.' ^ "1" ^h 7 i 2/, ‘ 1 • • • • 

Ajutifiuis <pu* lu sijnn* ü, dans la forunilu { i 7 ), d<‘vra s (d(uulrr. a ioulrs 
lus valiuir> nilîrrus du /* <*! (juu la quant il(‘ v'/ st‘ra lu uo(dIici(ud (l(‘ a/ 
dans \v duvulüppuîuuul dt* rux[Hni(Uitudl«‘ 


un iiïiu sûriu tualiHinui* suivant lus puissanua‘s u.iiiiurus do .i:'. Ruinai - 
qiiniiH unfiïi qtiu, si ruit ûi'haiij^i^ (uitru (dl(*s h^s jilanutus m , et pat 
Huitu tus cjiianîifûs w, un nhtiiuuira, a la placée de* la loi mule (G)» 
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la formule semblable 


('9) 

la somme qu’indique le signe Z s’étendant à toutes les valeurs en- 
tières de /. 

Lorsque le nombre & deviendra notablement supérieur au nombres, 
ou le nombre k' au nombre n', les modules des sommes s, s', et par 
suite les modules de i et i', seront généralement très petits. On pourra 
donc alors, sans erreur sensible, remplacer l’équation (i/j) par la for- 
mule 



ou, ce qui revient au même, par la suivante 
(ai) A„',_„= ^2A_„ — s'cosip'), 

et l’équation (i5) par la formule 

(22) A„',_„=: j^i— ^ 

OU, ce qui revient au même, par la suivante 

(23) A„',_„= ■^2A„'H'‘(i — £ costal). 

Donc alors on poui’ra, de l’équation (ai) jointe à la formule ( 19 ), et 
de l’équation (aS) jointe à la formule ( 6 ), déduire une valeur très 
approchée du coefficient Il y a plus : on pourra facilement 

estimer le degré d’approximation ainsi obtenu, en cherchant une va- 
leur approchée du module de i ou de i', ou plutôt d’une limite supé- 
rieure à ce module. Concevons, pour fixer les idées, qu’on veuille savoir 
quel est le degré d’approximation auquel on parvient quand on réduit 
l’équation (i4) à la formule (21), en négligeant i'. On remarquera, 
d’une part, que l’erreur commise, dans cette hypothèse, sur le module 
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ilp A;/, ,, ïi<‘ jHMfl surpasser I(‘ nioduh» do i: (Taulre pari, que, le uin 
<lule de élaîif runilé, le uiudule d<‘ /' s(‘ra, en verhi de la Idr- 

niuie ( \ ï ), inleri«uir au ïundule maxiiniun de la sunune 







On pourra d’ailleurs ealeuhn* aiséineni nue valeur appraudun^ de eetle 
soiuiue, eu joi^ruanl h rê(|ua{inu ré<]uali<ui ( '> 8 ) de la qualrièiue 
Note, e'esf-ii-dire la Inriuiili* 

( »‘0 1 v 0 

^ // '(I <r j 


el eu oliservaîtt que ooWo formule enuliuue de subsister quand on ) 
r(‘iupla<*e par i ,/ el \ i par \ i ; d(» sor((‘ {|u’on n enetu’e 
a très peu près 

:h 

( '>h) . e ,, i0‘ f\ U 

«e'i 

Oonsidérous en parlieulier le (uis où la <Iif!erenee /• // est inifa 

Ideïueiîf supérieun* atix valeurs de /' p^uir lesqiielb^s eonserve intf* 
valeur s^msilde, el supposcms «meure «jin* a r«'sh‘ seusibbmienf infe- 
rieur a ruîtibn Alors, «dant nu p«dil uoiubn», la valeur appiaudim* 
do s' lir«‘e «les forfuules ( tj ) <*f ( otl ) s(n*a 


s 


: H ( î ^ 

v'~e' 


1 

fl 


J 



N . A H 


t'J \ 


f»n ('lU'ori', il (ri‘s peu [in'-s, 

î 

{ '.17) .S U^‘ ^ f ■' H* 

\ Z \ /, fl ) 

01% en Hul'ïsf ifîianl «‘eîf«» vabmr apjuaielnd* «b» .v' «laus bi sfuiuin* t i 1 
el. avaiil «*gar«î a r«d|î{aîiiui (Tî), «Ui uldimuira la fonuiiïe approvu'- 
niative 

(•^H) V,!' I' ' 0 ^' //'< «/•'< " w >. 


OFjiPrn ,ir C, S. I, î. IX. 
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la valeur de ^ étant déterminée par le système des deux formules 



Soit maintenant A le module de et a le module de la somme 



On aura, en vertu de la formule (28), 

(3o) — n') 


Or, de l’équation (3o), dont le premier membre décroît sans cesse 
pour des valeurs croissantes de la différence ^ — n', on déduirait sans 
peine la valeur approchée de cette différence, si l’on supposait connues 
les valeurs de a et de a. Pour y parvenir très simplement, dans le cas 
où le module a est très petit, il suffît d’observer que l’on tire de l’é- 
quation (3o) 

{/c' — «')L((t~‘ ) -h l-Lt/c' — n') L(8~* A), 


par conséquent 
(3i) 


LLL-ÎA} iLt/f' — /O 
L(a-‘) 2 L(a-') ' 


puis d’appliquer à l’équation (3i) la méthode des substitutions suc- 
cessives, en considérant 

L(8-‘A) 

L(a-0 


comme la première valeur approchée de la différence 

k'—n', 

et déduisant chaque nouvelle valeur approchée de celle qui la pré- 
cède, par la substitution de celle-ci dans le second membre de l’é- 
quation (3i). 

II importe d’observer que, pour de très petites valeurs de e', la pre- 



EXTRAIT N» 287. 


155 


niière des formules (29) donne, à très peu près, 

/O V 1 n'^1 \ 

(3?.) Azr: 5 

V'TTtl — tt=“) 

la valeur de étant celle que fournit l’équation (25) de la deuxième 
Note. Observons encore que la valeur de a, déterminée par la for- 
mule (3o), dépend, non seulement du nombre k' — n', mais aussi de 
l’argument <1^, dont a et A sont tous deux fonctions. Si, en attribuant 
a la différence k ' — n' une valeur constante, très considérable, on fait 
varier l’angle le module a variera proportionnellement au produit 

Ao*'-»', 

dont la plus grande valeur correspondra sensiblement à la plus grande 
valeur de a. En effet, les valeurs maxima de ce produit, considéré 
comme fonction de t|^, se déduiront de la formule 

(33) ^DiA = o; 

et, pour de grandes valeurs de A' — n', cette équation se réduira sen- 
siblement k la suivante 

(34) D4,a = o, 

c’est-k-dire k celle qui fournit les valeurs maxima de a. Ajoutons que, 
pour des valeurs croissantes de -j/, le produit 

A a*'-»' 

(‘.roîtra, tant que le premier membre de la formule (33) sera positif, 
et que, pour de très grandes valeurs de k' — n', le signe de ce premier 
membre est en même temps le signe de la dérivée D^fl, excepté lorsque 
la valeur de diffère peu de l’une de celles qui vérifient la for- 
mule (34)- 

Si l’on assujettit le module a k ne point dépasser une certaine limite 
supérieure, la résolution de l’équation (3i) fera connaître la limite 
correspondante au-dessous de laquelle ne pourra s’abaisser la diffé- 
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rence K — n'. Si la limite assignée à 8 est très petite, la valeur corres- 
pondante de K — n' , tirée de la formule (3i), sera très considérable, 
et le maximum maximorum de cette valeur, considérée comme fonc- 
tion de 4'* répondra sensiblement au maximum maximorum du mo- 
dule 11 . Il en résulte qu’on peut déterminer a priori la valeur qu’il 
conviendra d’attribuer à k' , pour que les formules précédentes four- 
nissent une perturbation du moyen mouvement ou de l’un quelconque 
des éléments elliptiques avec un degré d’approximation donné. 

Concevons, pour fixer les idées, qu’il s’agisse d’obtenir, à une 
seconde près, la grande inégalité du moyen mouvement do la planète 
Pallas, savoir, celle qui est due à l’action de Jupiter et qui correspond 
à l’argument iST” — yT, les deux lettres T, T’ représentant les ano- 
malies moyennes de ces deux planètes. Alors, comme nous l’avons vu 
dans la première Note, il suffira que l’erreur commise sur le moduh* 
de ikn',-n ne surpasse pas 

3 

10 ^ 

Il suffira donc que l’erreur commise sur le module de Av,-„ ne sur- 
passe pas le rapport 

1,5 

lo'* ’ 

et l’on pourra prendre, pour limite de a. 



D’auti’e part, si l’on eberebe le maximum maximorum de ii, on recon- 
naîtra qu’il répond à une anomalie excentrique de 23 o° environ; et si 
i’-on pose en réalité 

i}/ = 23 o“, 

on trouvera, non seulement, comme on l’a déjà dit dans la deuxième 
Note, 

it:i:ro, 645 , I) =0,000889, 

et, par suite, 

-p- = o,o 366 , = 0,1912, 
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lîiais 




fl. [i:tr siiilf', iMi v(‘ftu <!(■ la lormiilp (3-2), 
(Ida jHisi', rdiualiuii ( '\i ) (l(‘vi('n(Ira 


/>' »' •>.,(>■>(( L( 

Or ilcruirri' ('•(jiiaf iun, prsoliic par rappori à /•' — //', donrirrait à 
(ri‘s piM! pri‘s 

/. * /i' 

DlUtf l(‘ iHaximuïii (h* r(*rn‘ur rottiiniso sur rinrfjçalilo (‘li(‘rrIuM‘ ïio 
[ïfHirra rfrr rjup ir(‘nvîrüii niir srroiidr s(^xa^n'‘sin)al(\ si Ton a|)|)li(|ii(‘ 
il la ilêlanuiiialion il(‘ rrllr iaâj.!;ali(('‘ 1rs Ibriunh's (?. i ) (‘I (t;)), easnp- 
jNisaul 


nii, ri* (jtîi rrvirnf au UHUur, |Hns<[ur Tau a //'r . î8 , 

I 'oVi /«'; 

Si Toîi viMïl appliqurr h la drliuaninaliuii (l(‘ Tinufijalilé cIhmtJuun 
îMUî plus 1rs Ibriuulrs cri) rf (H))* mais l(‘s fonunli's (?.3) (b- (G), 
alars* (Ui raîsmuianf foufriirsilr la mrmr main!‘r(% on ulilicuulra saus 
dilliimlfr la nHuliliou il laqurllr X* ilrvra salisfairi* |)onr <|iio riMuauir 
niîuiîu>r sMÎf uur srrmulr s<‘xa{i;rsimal(s r( Ton rrrouiiailra 

ijiif* ri*l|f l'üîulifioîi vst 

f 'Àii i - •»i|. 

lai romlîlimi ( Mi ) si* Inmvr vrriliri* Iurs((U(^ dans la f(>rinul(‘ ( 28 ) 
on siîpjHisr* la soiuütr ipfindiqnr h» si}i;n(‘ iü r((‘ndu(‘ a (ouïes les valeurs 
de ’p ijui représenleni îles ares inlerimirs à la eirconlermua' id. mul- 
tiples d’iîn are de lo”. lin ellet, dans (udle hypothèse, on a 
Alors, en dési^^nanf par tii* la partie riudle du produit 


A„ //”(ï 2 eos']^), 
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et posant, en conséquence, 

(87) Aa'«"(i — ecosij;) =0(1) + ©\/— I, 

on peut assez facilement déterminer les diverses valeurs de oii, et ©, à 
l’aide de la formule (6) jointe à l’équation (34) de la quatrième Note. 
En opérant ainsi, et calculant les valeurs des produits 

10® 1)1), 10® 0, 

correspondantes aux dix-sept termes de la progression arithmétique 
i 4 o°, i 5 o°, 160®, ..., 290°, 3 oo®, 

on trouvera 


Pour ^ 

= i4o 

lO^l)^ 

= H- 0 

IO 9 0 =-+- II 

)) 

i 5 o 


-i- 28 

— i 3 

)) 

160 


— i5 

- 85 

)) 

170 


— 228 

— 85 

» 

180 


oc 

1 

35 1 

)) 

190 


— 492 

H- I 766 

)) 

•200 


-h i 652 

-+- 4>84 

)) 

210 


H- 7753 

-t- 5469 

)) 

220 


-h 15902 

-t- 982 

)) 

280 


-+-17377 

- 9445 

» 

240 


7720 

— 1 5267 

)) 

25 o 


— 2200 

— 99^2 

)) 

260 


— 3664 

— 2228 

)) 

270 


— 1241 

555 

)) 

280 


-i- 10 

H- 345 

» 

290 


75 

-h 8 

)) 

3 00 


— 2 

— ï 5 

Sommes totales 

. '+•42100 

—23399 


Les valeurs des produits 

10®©, 

qui correspondent aux autres termes de la progression arithmétique 
( 38 ) 0®, 10®, 20®, ..., 36 o®, 

seront sensiblement nulles; et, par suite, les sommes totales des 
diverses valeurs de et de ©, correspondantes aux divers termes de 
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la progression (3H), siîronl. ri^speclivenienl 


On aura donc 


'j‘>ÏO(> 




( •>‘,i » 




CüS'.p) 




•ï33(|9 ^/::: t 

IO« 


VM\ 


Doîu* lu fc>rrnulp (21 ), dans Ijujunlh^ (ui <i(‘vra |)r(‘ü(lr(‘ X* {T), (l()fiïH‘ra 


i W) 


r i< >9 y r 


cl [»ar suite, si l’on pose, coniinc dans la preniière Note, 

A„. „ ir.c-^v I, 


on trouvera 


ar. 


■itfivhr,". 


Soit maintenani II la f’onclion pertnrl)alri<'e relaliv<' à la planide 
l'allas, et nommons AH la partie de e(d((' roitidioii (|ui eorr(‘spoiid à 
l’argument > (//"/" «'/'). On aura 

AH A„., „e!«'/ «nUi,/ 1 i.A..„,„e oe/ «ï.UiV 


ou, ce qui revient au même, 

( iO AH ir.e.ts {/;"/" n \ U). 


De plus, en nommant ;x le nu^yen mouvaunent de l'allas dans l’orhite 
(dlipti(jue, (Hi trouvera 


Ui A;.t 


'.irn' U 

(n'ij.' ■ /i[x)/i’ 


H, AH 


ou, ce qui n^vient an même. 


(VO 


I>(Ap 


3 w' « 


,«:.I)/e,os(«'7''-. h 7’ i iO: 


puis on en conclura, en intégrant deux lois de suite id conservant 
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seulement clans chaque intégrale les termes périodiques, 


A fa dt = ^ sin (n' T'-nT+Q. 

ou, à très peu près, 

(43) A J [J. dt — Zm' na (^ ~r^r ^ nix ) 

En substituant dans cette dernière formule les valeurs de m', n, n' , 
p, p', a, et ü, on trouve, non seulement 

(44) Afix.dc= ^sin(i8 7’'- 7^+42), 

mais encore 

(45) A jV^^ = (9o6",6)sin(i87’'— 7^— 29<>3'55"). 

Telle est la formule qui détermine, à une seconde près,Ja grande iné- 
galité du moyen mouvement de Pallas, savoir, celle qui est due à l’ac- 
tion de Jupiter, et qui est du premier ordre par rapport aux masses. 

Î^OTE SIXIÈME. 

Sur les moyens de simplifier le calcul des inégalités périodiques 
des mouvements planétaires. 

Les calculs développés dans la cinquième Note peuvent encore être 
simplifiés à l’aide des nouvelles formules que j’ai données dans mes 
précédents Mémoires. Je me bornerai, pour le moment, à indiquer la 
simplification que produit une de ces formules, savoir l’équation (56) 
de la page 1 12 . 

Conservons les mêmes notations que dans les Notes précédentes, 
et supposons de plus que, l’équation 

(l) 

étant résolue par rapport à x’, on nomme celle de ses racines qui 
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offre le plus petit module au-dessus de l’unité. On aura identique- 
ment 

(■•O 

et ï, considéré comme fonction de x' , aura pour facteur l’expression 



D’autre part, comme on aura 



ou, ce qui revient au même. 




valeur de c' étant 


on (‘Il conclura que A„' représente le coefficient de x'' dans le dévelop- 
l)emcnt de la fonction 


en une série ordonnée suivant les puissances entières de x' . D ail- 
leurs, cette même fonction aura pour facteur 



et, si l’on désigne l’autre facteur par 



c’est-à-dire si l’on pose 


1 
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la formule ( 56 ) de la page 1 1 2 donnera 
( 4 ) A„. I'-"' g a' ~ V, + i'- > A) [i 


la lettre caractéristique A étant relative au nombre ri', et la caractéris- 
tique V étant liée à A par la formule 



Si maintenant on développe le second membre de l’équation ( 4 ), en 
s’arrêtant aux premières puissances de A et de V, on trouvera sensi- 
blement 


(6) A„.=tSe 5 

les valeurs de s et de s étant 


(7) 


_/ 




4 


4«' 1- 


Or, de l’équation (6), jointe aux formules (2) et (7), on déduira direc- 
tement la valeur de A„; correspondante à une valeur donnée de sans 
être forcé de calculer les diverses valeurs de et de la transcen- 

dante de M. Bessel, comme on était obligé de le faire quand on avait 
recours à la formule (6) de la Note précédente. En appliquant ces for- 
mules à la recherche de la grande inégalité de Pallas, et posant, comme 
ci-dessus, 

A„' ( I — £ cos 41 ) -- 4- 3 ^/— I , 


nous avons obtenu sans peine les diverses valeurs des produits 

io®\ll), 10® S, 

correspondantes aux valeurs de t}/ que renferme la progression arith- 
métique 

140 °, i5o”, ..., 3oo°, 
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ot nous avons trouvé 


Pour (1/ = x4o“ 


4 - 7 

1 O9 0 

= 4 - Il 

» rôo 

)) 

4 - '29 

» 

- i 4 

» 160 


— U 

)} 

— 85 

» 170 


— 228 

» 

— 83 

» 1 80 

)) 

— 580 

» 

-T- 354 

» igo 

w 

— 49'2 

)( 

1764 

‘A 00 

U 

4- i 65 o 

)> 

4 - 4 ï 86 

» \). I 0 

y > 

^ 7748 

)i 

— 5467 

‘.>.>.0 

n 

-i-i 5894 

n 

~ 9^7 

» 'a 3 o 

); 

4-17.373 

)) 

— 9 d 4 o 


» 

4 - 7720 

)) 

— 1 5264 

» ‘A Do 

)) 

— ^198 


— 99^4 

» D.60 


~ 3663 


— 2228 

)J 'A 70 

a 

— 1240 

n 

4- 556 

280 

» 

-î- 9 

U 

4 - 345 

)•> V.90 

w 

4 - 75 

U 

4 - 8 

• » 3 oo 

U 

1 

)) 

— i 5 

Sommes Lo Laies 

4-42089 


— 23383 

D’après le Tableau qui précède, on aura 




“ £ COSlj;) 

42089 

— 23385 y' 

— 1 


JO® 



('t, [)ar suite, 

On en conclura 


Donc, en vertu de la formule (44) de la cinquième Note, l’inégalité 
(diercdrée du moyen mouvement de Pallas sera ^ 

(S) A /■jjLA:-_z(9o6",3)sin([87’'— 77’-29'>3'25"). 

Cette dernière équation s’accorde parfaitement avec celle que nous 
avons obtenue dans la Note précédente. Elle s’accorde aussi avec les 
calculs de M. Le Verrier, qui a trouvé 


A,,' — /, - 


1 1692 -- 6496 c — I 


SI 


26750 


=: — 29 " 3 ' 23 ". 


A j'ikdt — (895") sin(i8 7’' — 7 7’— 29“4')- 
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Dans d’autres articles, je montrerai l’usage qu’on peut faire de mes 
autres formules générales pour obtenir des simplifications nouvelles. 


288 . 


Calcul intégral. — Mémoire sur la déterminalion approximative 
(les fonctions représentées par des intégrales. 


C. R,, T. XX, p. 907 ( 3 i mars 1840). 


' Lorsqu’une fonction est représentée par une intégrale et qu’on ne 
peut obtenir la valeur exacte de cette intégrale en termes finis, on a 
ordinairement recours à l’intégration par série. D’ailleurs, pour effec- 
tuer cette espèce d’intégration, il suffit de développer la fonction sous 
le signe / en une série convergente, puis d’inté.grer chaque terme de 
la série obtenue. Or, on peut concevoir un nombre infini de dévelop- 
pements divers d’une fonction donnée, même lorsque cette fonction 
dépend d’une seule variable. Car, en supposant que l’on attribue à 
cette variable une valeur près de laquelle la fonction reste continue, 
on pourra, par exemple, développer la fonction, ou suivant les puis- 
sances entières de la variable dont il s’agit, ou suivant les puissances 
entières de toute autre variable qui serait fonction continue de la pre- 
mière. 11 résulte de cette observation qu’il existe une infinité de 
manières d’appliquer l’intégration par série à une intégrale donnée. 
Mais, parmi les développements divers qu’une intégrale peut ainsi 
acquérir, il importe de rechercher et de choisir ceux qui sont rapide- 
ment convergents. Une étude approfondie de la question m’a conduit 
à un principe général qui est éminemment propre à guider les géo- 
mètres dans cette recherche. Je vais exposer en peu de mots ce prin- 
cipe et les conséquences remarquables qui s’en déduisent. 

Supposons que, dans une intégrale, la fonction sous le signe ait 
été développée en une série ordonnée suivant les puissances entières. 
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positives, nulle et négatives d'une seule variable i. Cette série sera 
(•onvergente si scs deux modules sont inférieurs à l’unité, et cette 
condition sera généralement remplie pour tout module de la variables 
compris entre certaines limites qui permettront à la fonction de 
devenir infinie ou discontinue. Il y a plus : la série trouvée offrira, 
(‘Il général, une convergence rapide, lorsque le module de la variable 
sera fort éloigné des deux limites dont nous venons de parler; mais 
la convergence deviendra très lente dans le cas contraire. Or, pour 
remédier à cet inconvénient, il suffira évidemment de reculer ces 
deux limites, ou plutôt de les remplacer par des limites nouvelles, 
en considérant la fonction sous le signe / comme composée de deux 
facteurs dont le premier seul puisse devenir infini ou discontinu, 
((uand le module de la variable atteint les deux limités primitivement 
calculées, et en d(iveloppant le second facteur en série, sans altérer 
la forme du premier facteur. Si les nouvelles limites entre lesquelles 
l<^ module de t peut varier, sans que le second facteur cesse d’être fini 
et. continu, diffèrent notablement des limites primitivement calcu- 
ii'îos, alors, au développement de ce second facteur correspondra un 
dc'iveloppement de la fonction sous le signe J en une série nouvelle 
(fui sera, en général, rapidement convergente, dans le cas où la con- 
vergence de la série primitivement obtenue devenait très lente. Si, 
d’ailleurs, le premier facteur est tel que l’on puisse facilement inté- 
grer chaque terme de la nouvelle série, l’intégrale proposée pourra 
(Mro représentée, avec une grande approximation, par la somme d’un 
|)(itit nombre de termes. 

Le principe général que nous venons d’établir s’applique avec succès 
à la détermination des mouvements des corps célestes. Les astronomes 
ont quelquefois exprimé le voeu que l’on parvînt à remplacer les déve- 
loppements ordinaires des coordonnées des planètes en séries de sinus 
et cosinus par d’autres développements plus convergents, composés 
d(î termes périodiques que l’on pût calculer facilement à l’aide de cer- 
taines Tables construites une fois pour toutes. Il y a plus : on a dit avec 
raison que, pour faciliter le calcul des perturbations observées dans 
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les mouvements des planètes et des comètes, il pourrait être avanta- 
geux de substituer aux séries composées de termes périodiques des 
séries composées de termes non périodiques, dont l’usage serait res- 
treint, pour chaque astre, à une portion de l’orbite que cet astre 
décrit. Mais quelle est précisément la nature des tentatives que les 
géomètres ont pu faire pour réaliser cette pensée? C’est ce que 
j’ignore; et, à ma connaissance, on ne trouve rien qui soit propre à 
éclaircir cette question dans les Ouvrages publiés jusqu’à ce jour. 
Après avoir reconnu les avantages qui s’attachent à la décomposition 
des fonctions en facteurs, dans la détermination des coefBcients que 
renferment les développements connus de ces fonctions, j’ai voulu 
voir s’il ne serait pas possible de tirer parti de cette décomposition 
pour développer les intégrales que présente la théorie des planètes 
et des comètes elles-mêmes en séries nouvelles qui fussent rapide- 
ment convergentes, au moins pour des portions considérables des 
orbites. Le principe ci-dessus rappelé m’a indiqué la marche que je 
devais suivre pour obtenir de semblables séries, et il fait ainsi dispa- 
raître les difficultés que le problème semblait offrir au premier abord. 
Quelques lignes suffiront pour donner aux géomètres une idée nette 
des résultats que j’ai trouvés, et qui me paraissent mériter de fixer un 
moment l’attention de l’Académie. 

Les variations des éléments elliptiques des planètes et des comètes 
sont généralement représentées par des sommes d’intégrales de divers 
ordres. Considérons en particulier les variations du premier ordre, 
qui peuvent toujours être réduites à des intégrales simples, et celles 
de ces intégrales dans lesquelles la fonction sous le signe J a pour 
dénominateur, ou la distance r- de deux planètes, ou le cube de v. En 
égalant la distance t à zéro, on obtiendra une équation transcendante 
qui, résolue par rapport au temps t, admettra généralement une infi- 
nité de racines imaginaires; et à chacune de ces racines correspondra 
un facteur linéaire, mais imaginaire, de la distance t. Cela posé, le 
principe indiqué plus haut me conduit à décomposer la distance t en 
deux facteurs réels, dont le premier soit le produit des deux facteurs 
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linéaires et conjugués, correspondants aux racines imaginaires qui 
offrent le plus petit module. En divisant l’unité par ce même produit, 
on obtient un premier facteur réel de la fonction qui se trouve ren- 
fermée sous le signe J" dans chaque intégrale, savoir, le facteur dont 
la forme ne doit point être altérée. Quant à l’autre facteur, il convient 
de le développer en série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
d’une variable nouvelle qui, différentiée par rapport au temps, donne 
pour dérivée précisément le rapport de l’unité au produit mentionné 
ci-dessus; et, en opérant de cette manière, on voit la valeur de chaque 
i ntégralo se réduire elle-même à une série dont les divers termes sont 
tous, à l’exception des premiers, respectivement pi’oportionnels aux 
puissances entières, positives et négatives de la nouvelle variable. 

Ajoutons qu’on obtiendra encore, pour représenter chaque inté- 
grale, une série qui pourra être employée avec succès dans la déter- 
mination des mouvements des corps célestes, si, au produit dont nous 
avons parlé, on substitue le carré de la distance entre deux planètes 
assujetties à se mouvoir, dans des orbites circulaires, avec des élé- 
ments elliptiques choisis de manière que ce carré ait pour facteur ce 
même produit. 

Dans les recherches que je viens d’analyser, j’ai ramené la déter- 
mination d’une intégrale à la décomposition de la fonction sous le 
signe J en deux facteurs, dont l’un reste inaltérable, tandis que 
l’autre se développe en série convergente; et j’ai, de plus, supposé le 
premier facteur choisi de manière que la substitution du second fac- 
teur à la fonction eût pour effet de reculer les limites entre lesquelles 
cette fonction demeurait finie et continue. Il n’est pas absolument 
nécessaire d’assujettir le premier facteur à cette dernière condition; 
et, pour obtenir le développement de l’intégrale en une série qui soit 
rapidement convergente, au moins dans ses premiers termes, il suffît 
souvent de considérer, comme premier facteur de la fonction sous 
le signe J, une seconde fonction dont elle diffère très peu. Cette 
remarque fort simple permet de développer les coordonnées des corps 
célestes, ou plutôt les accroissements de ces coordonnées, dus aux 
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de l’intégration, 

(3) = </ -h (> -(-(VH-. . 

la valeur de l’intégrale développée en série, sera 

( 4 ) j U ^{x) dx -h J (’ (ii(x) dx -h j (V O (x) dx H- . . . . 

D’ailleurs, pour que la formule (4) puisse servir k trouver aisément 
une valeur très approchée de l’intégrale s, il est nécessaire d’attribuer 
au facteur ©(a?) et au développement de x,(æ;) des formes telles que, 
d’une part, les intégrales 

(5) juo{x)dx, lf>w{x)dx, jw<s{x)dx 

se réduisent, ou k des fonctions exprimées en termes finis, ou, du 
moins, k des transcendantes dont on puisse calculer facilement la 
valeur, et que, d’autre part, la série de ces intégrales soit rapidement 
convergente. La première condition sera remplie si l’on réduit, par 
exemple, le facteur k une fonction rationnelle de la variable a?, 
ou d’une exponentielle dont l’exposant serait proportionnel k x, et 
si, en même temps, on développe le facteur x.{x) suivant les puis- 
sances entières de cette variable ou de cette exponentielle. On pour- 
rait même, k la fonction rationnelle dont nous venons de parler, sub- 
stituer une fonction algébrique et, en particulier, un radical du second 
degré analogue k ceux que renferment les transcendantes elliptiques. 
D’ailleurs, en vertu d’un théorème établi dans le résumé des Leçons sur 
le Calcul infinitésimal {voir \z. trente-huitième Leçon) ('), la série (5) 
sera convergente lorsque la série 

( 6 ) U, (>, IV, ... 

restera convergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites de l’intégration; et l’on peut ajouter que, dans ce cas, une con- 
vergence rapide de la série (6) entraînera généralement une conver- 


(1) OEmres de Cauchy, S. 11, T. IV. 
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gence rapide de la série (5). Mais comment doit-on opérer pour rendre 
la série (6) rapidement convergente, ou dans toute son étendue, ou au 
moins dans ses premiers termes? C’est ce que nous allons maintenant 
examiner. 

Supposons d’abord que la série (6) se réduise au développement de 
la. fonction suivant les puissances entières de la variable x. La 

rapidité de la convergence de cette série dépendra de la nature même 
(le la fonction yj^x), et par conséquent de la nature du premier fac- 
teur 9 (a;) de la fonction donnée ï(x). Si ce premier facteur se réduit 
à l’unité, le facteur y^{x) n’étant alors autre chose que la fonction f(æ) 
(dlo-même, la série (6) sera précisément le développement de f(a;) 
suivant les puissances entières de x, et restera convergente tant que 
b; module de x ne dépassera pas les limites entre lesquelles il peut 
varier sans que la fonction f(x) cesse d’être finie et continue. Nom- 
mons a et a, ces deux limites, a, étant la limite inférieure et a la limite 
su[)érieure. La série 

( ^ ) J U dx, j V dx, J iv dx, 

([ui, dans l’hypothèse admise, représentera le développement de l’in- 
tégrale S, sera convergente, si les limites de l’intégration demeureni 
comprises entre les deux modules a,, a; et elle sera même rapidemeni 
convergente si ces limites restent placées a une distance considérabh 
(l(i CCS modules. Supposons maintenant que, l’origine ou la limit( 
inférieure de l’intégrale demeurant constante, la limite variable 
c,’{>,st-à-dire la limite supérieure, se rapproche considérablement di 
module a. Alors la convergence de la série (7) deviendra générale 
ment très lente; mais, pour retrouver un développement de S rapi 
(loin eut convergent,' il suffira de substituer a la série ( 7 ) série (5) 
en supposant, s’il est possible, le facteur <^(x) tellement choisi, qu 
la fonction x(^) r^ste continue pour des modules de x notablemen 
supérieurs au module a. Or il est souvent facile de remplir cette dei 
nière condition. Supposons, pour fixer les idées, que a représente 1 
module d’une valeur particulière a de a?, pour laquelle la fonction f(a 
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devienne infinie, en sorte que Ton ait 

a rz: ae“v'"^ , 

a désignant un arc réel. Alors a sera aiie racine de Téquation 

Alors aussi sera géaéralement proportionnel au binôme 


œ — a 


élevé à une puissance dont l’exposant sera négatif ou offrira du moins 
une partie réelle négative. Représentons cette puissance par 

et supposons qu’il soit possible de choisir l’exposant s de telle sorte 
que le produit 

{x — ay f(a;) 


ne devienne pas infini pour a; = a. Enfin supposons que ce même 
produit ne cesse jamais d’être fini et. continu, ou du moins ne cesse 
de l’être que pour un module b de x, placé à une distance notable du 
module a. Pour remplir la condition énoncée, il suffira de prendre 


(9) 

ou bien 

(10) 

ou encore 

(11) 


cp(x) = (x— a)-^, x(^) = (^ ~ 




Ajoutons que l’on pourrait attribuer à la fonction (^(x) une infinité 
d’autres formes, pour lesquelles la condition énoncée serait satisfaite. 
On pourrait supposer, par exemple, 


(12) 


cp(^) zzz (e^ — 
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ou plus généralement 

(i3) o(æ;)=:(.X, — JU)--', 

X désignant une fonction continue de x, et A, la valeur particulière 
que cette fonction acquiert pour x = a. 

Lorsque la fonction f(ir) est réelle, les racines de l’équation (8) 
sont généralement, ou des racines réelles, ou des racines imaginaires 
conjuguées deux à deux. Donc alors, si cette équation admet une 
racine imaginaire de la forme 

elle admettra une autre racine imaginaire de la forme 

et si la fonction î(x) peut être considérée comme ayant pour facteur 

elle aura encore pour facteur 

(æ;— ae-“v'^)"^ 

Adoi)tons cette hypothèse, et supposons que le produit 

(x — {x — {(æ) 2= {x^ — 2ax coscc -h ».-y {{x) 

ne cesse d’être fini et continu, par rapport à . 2 ;, que pour un module b 
de X placé à une distance notable du module a. Pour remplir la con- 
dition ci-dessus énoncée, il suffira de prendre 

(,/, ) (p(a 3 ) — (.a;®— 2ax côsa -t- a^)"'' 

<a, par suite, 

(,5) i{x)2={x^—2Axcosoc 4 -a-)*cp(a;). 

Nous venons de montrer, par des exemples, comment on peut déter- 
miner le facteur <f{x') de manière à rendre les séries (6) et (5) rapi- 
dement convergentes dans des cas où la convergence aurait été fort 
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lente, si l’on eût pris simplement = i. Mais, clans ce c}ui vient 
d’être dit, nous avons supposé que la série (6) se réduisait au déve- 
loppement de suivant les puissances entières de x. Dans cette 
hypothèse, le terme général de la série (6) est de la forme 

/y»/Z 

t\ ? 


ji désignant une quantité entière positive ou négative, et par suite le 
terme général de la série (5) est de la forme 

knj x”- <ù{x) dx. 

Or l’intégrale renfermée dans celui-ci, savoir, 

(i6) Jx"-^{x)dx, 


peut, ou s’exprimer sous forme finie, ou se réduire à des transcen- 
dantes connues, dans plusieurs des cas que nous avons considérés. 
Ainsi, en particulier, elle s’exprimera sous forme finie, si l’on prend 
pour <p(a7) une des fonctions 


(x — a)-% 



en réduisant l’exposant ^ à un nombre entier ou fractionnaire, ou 
bien, si l’on prend pour <f(x) la fonction 


(.r® — 2 ax cos a -t- 


en réduisant s à l’une des fractions 


115 

2 J 2? 2> .... 

Au reste, on étendra sans difficulté les raisonnements dont nous 
avons fait usage au cas où la série (6) serait ordonnée, non plus sui- 
vant les puissances entières de la variable x, mais suivant les puis- 
sances entières d’une autre variable j liée à x par une certaine équa- 
tion. Si, pour fixer les idées, on supposait cette équation réduite à la 
formule 


y =e^. 
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alors, en posant comme ci-dessus 

et désignant par le terme général de la série (6), on obtiendrait 
pour terme général de la série (5) un produit de la forme 

l(nf /"(e*— e'^Y^dx. 

Alors aussi l’intégrale 

j y" ( e* — )-■' dx—J [y — e" dy 

pourrait s’obtenir sous forme finie, si l’exposant s se réduisait à un 
nombre entier ou fractionnaire. 

En terminant ce paragraphe, je ferai une dernière observation, et 
je remarquerai que, pour rendre la série (5) rapidement convergente, 
au moins dans scs premiers termes, il n’est pas absolument nécessaire 
d’assujettir le facteur <p(a?) à la condition particulière que nous avons 
indiquée. Il suffit généralement de prendre pour ©(æ) une fonction 
telle que le rapport 


s(ï rapproche beaucoup de l’unité, pour toute valeur de æ comprise 
entre, les limites de l’intégration, puis, de développer ce rapport sui- 
vant les puissances ascendantes de paramètres qui soient très petits 
('t (lu même ordre que la différence 

x('*) — I- 


§ 11. — Applications diverses des principes établis dans le paragraphe 1. 

Considérons d’abord l’intégrale 
( 1 ) fi{t)dt, 

la valeur de f(t) étant donnée par l’équation 
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dans laquelle G, s l’eprésentent deux nombres dont le pi'omicr soit 
compris entre les limites o, i; et supposons cette intégrale prise à 
partir de l’origine zéro. Comme, en vertu de la formule ( 2 ), la fonc- 
tion f(t) ne changera pas de valeur quand on fera croître l’angle t d’un 
multiple de la circonférence, on pourra, dans la détermination de l’in- 
tégrale ( 1 ), ramener tous les cas à celui où la valeur numérique de t 
serait supposée inférieure à •â. Adoptons cette supposition, et conce- 
vons que l’on se propose d’appliquer l’intégration par série à l’inté- 
grale (i). On pourra y parvenir assez simplement en développant le 
facteur f(t) suivant les puissances entières de l’exponentielle trigono- 
métrique 


et comme, en posant 
on trouvera 


JS = 


i — 26 co%t + ecc){ I — - )> 


on en conclura 


(r — 20 cos it -I- 02)-s— (i _ Qx)-^{ 1 — 


0 
X 

= 00-1- 01 ('•*-1- H- 02 
ou, ce qui revient au même. 


X 


-f-. . . 


(^) (l -H 2 0 COS^ H- 6^) @0-1- 2©1 COSi -I- 202COS2^ H- . . . , 

la valeur de ©„ étant déterminée par la formule 

0«= ! [5]i [«]„+! [«]2[^]„«e‘-H. . . I 0'S 

et la valeur de [ÿ]„ étant 


D ailleuis, on tirera de la formule (3), en supposant l’intégration 
effectuée à partir de l’origine zéro, 

/f ( O = 00 i 20 , sin ï 4 - 2 02 . 

2 


( 4 ) 
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De plus, comme l’équation 

(■>) -A-=o 

1(0 

pourra être présentée sous la forme 

^ 6 ) 

cette équation, résolue par rapport à x, offrira deux racines, savoir : 

( 7 ) x=zB, 

(d, par suite û, | seront les deux modules de chacune des séries que 
renferment les seconds membres des formules (3) et (4). Donc ces 
séries seront rapidement convergentes, si 6 est un petit nombre; mais 
la e.onvergence deviendra très lente, si 0 se rapproche beaucoup de 
l’unité. Voyons comment il sera possible, dans ce dernier cas, d’ob- 
tenir, pour l’intégrale proposée, un développement plus convergent 
que la série déjà connue et reproduite par la formule (4). 

L’équation (.4) ou (6) peut s’écrire comme il suit 



(d, si l’on pose, pour abréger, 

(9) Ôr-e-“, 

elle devi(mdra 

(10) COS<=:COs(aV'^~’l)- 

Présentée sous cette dernière forme, et résolue par rapport à t, elle 
fournira une infinité de racines imaginaires déterminées par la for- 
mule 

(fi) ; = awTT ±: a y— I, 

dans laquelle n désigne une quantité entière quelconque positive 

OKuvres de C. — S- l, t. IX. 


ou 
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négative; et parmi ces racines, celles qui offriront le plus petit module 

seront les deux suivantes : 

( 12 ) t = 0 t.\J—i, a\/— r. 

Or les facteurs linéaires correspondants à ces deux racines, dans la 
fonction i{t), seront 

(« — a \/—i )'■•', {t-\- 

et le produit de ces deux facteurs sera 

Ajoutons que celles des racines de l’équation (5) qui offriront le plus 
petit module au-dessus de a seront 

t — 2%±!X\J — I, t = ~2Tl±a\J~l, 

et que leur module commun 

y / 4 TT- -ba- 
sera séparé par une distance notable du module a. Donc, en vertu de 
ce qui a été dit dans le § l, pour obtenir un développement très con- 
vergent de l’intégrale cherchée, il suffira de décomposer la fonc- 
tion f(ï) en deux facteurs <p(^), X.(0’ dont le premier soit déterminé 
par la formule 

puis de développer le second facteur yj(z) en une série ordonnée sui- 
vant les puissances entières de t. On y parviendra sans peine, en 
observant que le trinôme 

I — 2 0 COS< -+- 0®. 

est proportionnel au produit'de tous les facteurs de la forme 

t 

I ^ 

2/Z TT a sJ —l 

et qu’en conséquence f(it) sei’a le produit de tous les facteurs de la 
forme 
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multiplié par le facteur constant (i — G)~-*. Il en résulte que, si l’on 
fait, pour abréger. 


(i3) 



I 

(2«7t + 


en supposant la somme qu’indique le signe S étendue aux seules 
valeurs entières positives et négatives de n, et en excluant la valeur 
n = O, on aura 

yXl) — a-*(i — 


et, par conséquent, 

\ — + . . .) H- ^ (c, — .J. 

En ordonnant ce dernier développement de)(^(t) suivant les puissances 
entières et ascendantes do t, on obtiendra une équation de la forme 

( I /| 1 ^ ( < ) — r. A'o + A"i -t- /f2 + . . . , 


et le module de- la série comprise dans le second membre de cette 
équation sera précisément égal au module de celle que produit le 
développement de l’expression 



2 71 ± cc y/ — I 


e-’est-k-dire qu’il se réduira au rapport 


t 

cû- 

Ajoutons que ce rapport sera nécessairement inférieur à i, si, comme 
on l’a supposé, la valeur de t reste comprise entre les limites — tc, 
-f-TT. Donc alors le développement de jJ^t) offrira une convergence 
rapide, et l’on pourra en dire autant, à plus forte raison, du dévelop- 
pement correspondant de l’intégrale J îit)dt, qui se déterminera par 
la formule 

c dt , r fidt 
(,5, fi{t)dt = k, j + 
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Observons, d’ailleurs, que chacune des intégrales comprises dans le 
second membre de cette formule pourra s’obtenir sous forme finie, 
si 5 est un nombre entier quelconque ou un nombre fractionnaire dont 


le dénominateur soit égal à 2. 


Examinons en particulier le cas où l’on prend s — j. Alors, en effec- 
tuant l’intégration à partir de l’origine ^ = o, on trouvera 


(16) 


f 


t -H s/ ~ 


Donc, en posant, pour abréger. 


t 1- + a.^ 


on aura simplement 


J 

D’ailleurs, on tirera de ces formules 

2 V -/ 

et, par suite. 


dz 


(17) 


Or, des équations (16) et (17), jointes à la formule on déduira 
immédiatement la valeur de l’intégrale 


Jf{t)dt-J'~ 


dt 


\Ji — 2 6 cos i- 


exprimée par une série ordonnée suivant les puissances entières et 
paires de £-, à laquelle s’ajoutera un terme proportionnel àl(s). Au 
reste, on peut obtenir encore la même série, à l’aide des considéra- 
tions suivantes. 

La formule 


(18) 


/(O 


I _ X(0 

\/l— 2 0 COS^ 4 - ô- 
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donne 

(19) 


l(.t) = 


{ a>- 

\ t — 2 0 cos f 4- 617 


Op, concevons que la valeur précédente de 'fjit') soit développée sui- 
vant les puissances entières de la variable z, liée à la variable t par 
l’équation 



et posons, en conséquence, 



(?.i) 


X(0 ~ 



Des formules (18) et (21), jointes à l’équation 


on tirera 


dt dz 

sj fi a? - 


f(it)dt-..-. J‘ 


Al ( ^ I H- Ao 



('t par conséquent on trouvera, en effectuant les intégrations à partir, 
des origines correspondantes t~o, z = i. 


(22) 


é, 




4 - 


Concevons maintenant que l’on considère les deux intégrales 


(23) 



en supposant la valeur de -o déterminée par la formule 

i 

( ) X. m ^ I — 2 B COS 'k t -4- > 


et les deux intégrales prises à partir de l’origine t = o. On recon- 
naîtra immédiatement que la détermination de ces intégrales peut 
toujours être ramenée au cas où la valeur de t est renfermée entre les 
limites 



71 


~r 


- 4 “ 


TT 

T 
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Adoptons cette hypothèse, et concevons encore que l’on attribue au 
module ô une valeur peu différente de l’unité. Alors, en posant, comme 
ci-dessus, 

e — e-“ 


et, de plus. 


•on prouvera que, pour. obtenir des développements très convergents 
des intégrales proposées, il convient de prendre 

9(f) a-) ^ 


et de développer le seul facteur 

^ ^ ^ \i — 20 cosXi -I- ’ 

ou le produit suivant les puissances ascendantes de la va- 

riable s, liée à la variable t par l’équation 


« 

(26) 

de laquelle on tire 



Idt dz 

\/X'^ cc^ - 


En opérant ainsi, et supposant toujours le développement de -/(x) 
représenté par le second membre de la formule (21), on trouvera 


(27) 

et 




2 \ 


!h 

4A 


(, 8 , + 1 ) + ^ . 


ou, ce qui revient au même. 

On établirait avec la même facilité les formules qui serviraient à dé- 
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velopper, en séries très convergentes, les valeurs des intégrales 

fïdt j" tïdt. 

Observons d’ailleurs que, si l’on pose, pour plus de commodité, 
on aura, non seulement 


mais encore 


et, par suite, 
(3i) 


— I — 20coslt-+- 6“ = (i — 8x) 



I 




9^)x'' — {n-+- (« — 


Or, de cette dernière formule, jointe aux équations 


(32 ) 


T)i{ — x'‘t H- 


( t — Bx) (i — Bx-' ) 


on conclura immédiatement que la détermination des intégrales de la 
forme 

rx’^dt rtx».^ 

(33) J--—, j --dt, 

et même de la forme 

(34) ' Çx"^tdl, jtx^tdt, 

peut être ramenée à la détermination des seules intégrales 


(35) 


i-/ 

(/ 


dt 


tdt 


I 

/‘t 


tx dt 


Il y a plus : si l’on nomme uni coefficient distinct de X, on pourra 
développer l’exponentielle suivant les puissances ascendantes 
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de a; = , à l’aide de la formule 

( 36 ) 

' TT A U. 

qui subsiste pour toutes les valeurs de t comprises entre les limites 
t = — y i = Y la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes 
les valeurs entières, positives, nulle et négatives de n; et la for- 
mule (36) continuera de subsister si l’on y remplace l’exponentielle 

V - 1 

par une exponentielle de la forme 

n’ désignant un nombre entier quelconque. Il en résulte que, si l’on 
pose 

on pourra développer les puissances entières de y en séries ordon- 
nées suivant les puissances entières de x. Donc, par suite, on pourra 
réduire encore la détermination des intégrales de la forme 

( 37 ) Jy'^txdt 

à la détermination des transcendantes déjà indiquées, c’est-à-dire des 
intégrales (35). 

Concevons à présent que l’on prenne pour r, dans les intégrales (3o), 
(33), (34), etc., non plus la fonction de t que détermine la for- 
mule ( 24 ). mais la distance mutuelle de deux planètes, et que le 
temps soit désigné par la variable t. Alors, en raisonnant comme on 
vient de le faire, on pourra encore développer facilement en séries 
convergentes les intégrales (33), (34) et les intégrales du même 
genre qui serviront à exprimer les variations des éléments ellip- 
tiques. Seulement, lorsqu’on voudra évaluer les intégrales (35), le 
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facteur que nous avons désigné par f (iî), et qui devra rester inalté- 
rable dans chaque intégrale, ne sera plus le facteur 

mais un facteur de la forme 

les binômes a + ^\j— i , a — 6 y'— i désignant deux racines imagi- 
naires et conjuguées de l’équation 

(38) = 

résolue par rapport à t, savoir celles d’entre ces racines imaginaires 
qui offriront le plus petit module. 

.l’ajouterai qu’on pourra développer facilement les variations des 
éléments elliptiques en séries rapidement convergentes, si l’on attri- 
bue au facteur invariable ^(ü), non plus la forme que nous venons 
d’indiquer, mais une forme semblable à celle que prend le rapport - , 
quand les deux astres se meuvent dans des orbites circulaires. Alors 
on réduira aisément la détermination des inégalités produites dans le 
mouvement d’une planète m par l’action d’une autre planète m' à la 
détermination do quelques transcendantes, dont les valeurs pourront 
être fournies par certaines Tables à simple entrée, construites une fois 
pour toutes. Parmi les diverses méthodes qui produisent cet effet, on 

doit remarquer celle qui consiste à considérer le rapport ^ comme 
une fonction de deux exponentielles trigonométriques variables dont 
la première a pour argument l’anomalie moyenne de la planète m', 
tandis que la seconde a pour argument la différence entre les anoma- 
lies moyennes des deux planètes, puis à développer le rapport ^ en 
une série simple ordonnée suivant les puissances entières de la pre- 
mière exponentielle. A ce développement de ^ correspondent des 
séries d’intégrales qui représentent les variations des éléments ellip- 

OFMvres de C. — S. I, t. IX. ^4 
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tiques. D’ailleurs, pour réduire ces intégrales à un très petit nombre 
de transcendantes, il suffit de recourir aux formules que nous venons 
d’établir, et spécialement à la formule (36). 

Au reste, je me propose de consacrer un nouvel article au dévelop- 
pement spécial de celles d’entre ces formules qui ont pour objet la 
détermination des mouvements planétaires ('). 


289. 


Astronomie. — Note sur l’application des nouvelles formules 
à l’ Astronomie. 


G. R., T. XX, p. 996 (7 avril 1845). 


J’ai lu, dans la dernière séance, un Mémoire sur la détermination 
approximative des fonctions représentées par des intégrales. A la 
suite de cette lecture, notre honorable confrère, M. Liouville, a pré- 
senté à l’Académie quelques observations. J’ai souscrit le premier à 
celle qui avait pour objet la mention du sujet de prix mis au concours 
en 1840 . Quant au Mémoire lui-même et aux calculs qu’il renferme, 
je les avais crus d’abord, je l’avoue, attaqués par M. Liouville. Notre 
confrère a déclaré qu’il n’en était rien, et qu’il ne voulait point criti- 
quer une méthode qu’il ne connaissait pas. J’ai été heureux d’en- 
tendre sa déclaration. Elle aurait dû être, je crois, plus que suffisante^ 
pour modérer l’ardeur belliqueuse d’un écrivain qui assistait, comme 
étranger, à cette discussion, et pour lui enlever tout prétexte de 
publier à cette occasion, contre l’Académie et contre ses membres. 


(Q M. Liouville présente verbalement quelques remarques sur la Communication que 
vient de faire M. Cauchy, et aussi sur le Rapport que le savant académicien a lu dans la 
séance du 17 mars, à laquelle M. Liouville n’assistait pas. Les observations de M. Liou- 
ville ne portent, du reste, que sur quelques-unes des assertions contenues dans ce Rap- 
port et non sur les conclusions mêmes auxquelles il adhère volontiers. 
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un long réquisitoire, tout en déclarant que la question était du 
nombre de celles qui n’ont pas un rapport direct avec les objets de 
ses études. C’en serait bientôt fait de la science, si les savants et 
l’Académie devaient prendre pour unique règle de leur conduite les 
prescriptions de quelques auteurs chargés, dans certaines feuilles, 
de la rédaction des articles académiques; s’il fallait renoncer, quand 
ils l’exigent, non seulement à la carrière de l’enseignement et aux 
dignités scientifiques, mais encore à la culture même des sciences et 
à la publication des découvertes qu’on aurait pu faire. Les savants 
seraient bien à plaindre si, après s’être exténués de veilles et de 
fatigues pour contribuer au perfectionnement de l’Analyse et de la 
Géométrie, ils n’avaient, pour exciter et ranimer leur zèle, d’autre 
motif que les singuliers encouragements qui leur sont donnés, de 
temps à autre, par les feuilles dont je parle. Les mêmes écrivains, 
qui ne pardonneraient pas à un académicien d’oublier la date d’un 
Rapport ou d’un Programme, ont parfois, il faut l’avouer, des distrac- 
tions bien étranges. Que, pendant plusieurs années consécutives, un 
membre de l’Académie expose une théorie nouvelle, qu’il en démontre 
les avantages, que cette théorie n’ait pas seulement pour objet le per- 
fectionnement du Calcul intégral, qu’elle passe de la spéculation à la 
pratique, qu’elle se traduise en résultats positifs, en nombres et en 
chiffres, qu’elle offre un moyen prompt et facile de construire les 
Tables astronomiques, et réduise à quelques heures des calculs qui 
exigeaient des astronomes plusieurs mois ou plusieurs années de tra- 
vail : ils se garderont bien d’en parler. Mais qu’un débat s’élève dans 
le sein de l’Académie, que, sur une question difficile, deux académi- 
ciens semblent ne pas être entièrement d’accord entre eux : des audi- 
teurs s’empresseront de faire part au public d’une discussion qu’ils 
déclarent eux-mêmes n’avoir pas comprise, et s’exposeront ainsi à 
prêter aux paroles prononcées un sens contraire à celui qu’elles 
avaient en réalité. On dirait quelquefois qu’ils ne sont admis à nos 
séances que pour y entendre ce qu’on ne dit pas, et ne pas entendre 
ce qu’on y dit. Mais je m’arrête. J’aime à croire que l’auteur de l’ar- 
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ticle dont il s’agit, en relisant son œuvre, reconnaîtra lui-même qu’il 
est tombé, sur plusieurs points, dans des erreurs graves, et s’empres- 
sera de les rectifier. D’ailleurs, les moments de l’Académie sont trop 
précieux pour que je veuille plus longtemps m’occuper de cet inci- 
dent. S’il n’eût intéressé que moi, j’aurais pu garder le silence. La 
bienveillance toute spéciale avec laquelle mes derniers Mémoires 
et les méthodes nouvelles qu’ils renferment ont été généralement 
accueillis par les géomètres, m’autorise dans la conviction où je suis 
que les avantages de ces méthodes seront reconnus par ceux-là mêmes 
qui, n’ayant point assisté à plusieurs do nos précédentes séances, 
n’ont pu suivre les développements que j’ai donnés; et l’assentiment 
de mes honorables confrères du Bureau des Longitudes, exprimé à 
moi-même en termes qui m’ont vivement touché, me dédommage 
amplement d’attaques qui sembleraient inspirées par les préventions 
les plus singulières et les moins faciles à comprendre, qui semble- 
raient avoir pour but de troubler la bonne harmonie qui règne au sein 
de cette Académie, en mettant, s’il était possible, les divei's membres 
en contradiction les uns avec les autres. Mais, en laissant de côté cet 
article, je ne puis passer sous silence au moins une des questions 
soulevées dans le débat, une question qui intéresse trop directement 
le progrès des sciences, pour qu’il ne soit pas convenable d’en dire 
ici quelques mots. 

L’Académie est instituée, sans aucun doute, pour favoriser le pro- 
grès des Sciences physiques et mathématiques, pour contribuer elle- 
même à ce progrès. C’est dans ce dessein qu’elle propose, chaque 
année, des sujets de prix. Quelquefois les questions mises au con- 
cours se trouvent circonscrites dans d’étroites limites. C’est ce qui 
est arrivé, par exemple, lorsque l’Académie a donné pour sujet de 
recherches aux géomètres le seul des théorèmes de Fermât qui soit 
encore à démontrer. Je doute que, dans ce cas-là même, l’Académie 
prétende interdire absolument aux savants de tous les pays, aux aca- 
démiciens français ou étrangers, la faculté de résoudre la question, 
s’ils le peuvent, et de publier leur solution. J’admettrai néanmoins 
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très volontiers qu’il peut y avoir convenance à ce que la solution 
d’un problème ainsi limité ne soit pas rendue publique avant l’époque 
où le concours expire. Mais souvent aussi l’Académie adopte un pro- 
gramme énoncé en termes très vagues et très généraux. Ce programme 
dit, par exemple : Le prix sera donné au meilleur Ouvrage publié sur 
l’Analyse mathématique; ou bien encore, le programme est relatif aux 
applications de l’Analyse à l’Astronomie, et il propose aux géomètres 
de perfectionner en quelque point essentiel la théorie des perturbations 
planétaires. Or est-il permis de s’imaginer qu’en adoptant un tel pro- 
gramme l’Académie ait voulu arrêter le développement de la science, 
éteindre les lumières, suspendre les travaux du Bureau des Longi- 
tudes et de toutes les Sociétés savantes de l’Europe, enfin porter un 
arrêt de mort contre l’Astronomie, condamnée à ne profiter d’aucune 
découverte, et à suivre, dans la pratique, de vieilles méthodes très 
souvent impraticables, jusqu’à l’expiration du concours? Est-il pos- 
sible de supposer qu’une pareille idée puisse entrer dans l’esprit de 
qui que ce soit? Et pourtant cette idée se trouve exprimée par écrit, 
et la feuille où elle est énoncée semble vouloir en prendre occasion 
pour incriminer celui auquel on a si souvent, mais inutilement, 
reproché d’avoir une conscience trop délicate, d’avoir témoigné par 
trop de sacrifices son dévouement à l’infortune, et d’avoir tenu, dans 
des temps difficiles, une conduite qu’honorent tous les partis. Quel- 
quefois on a recours, en Géométrie, à ce qu’on appelle des démon- 
strations ab absurdo. Une démonstration de ce genre, appliquée à la 
question présente, ne suffirait-elle pas à montrer le côté faible de la 
thèse que je combats, et à convaincre même les personnes qui, par 
irréflexion, j’en suis sûr, ont pu adopter cotte thèse, sans chercher 
d’abord à en prévoir ou approfondir les conséquences? L’Académie 
me rendra d’ailleurs cette justice, qu’il n’est pas possible de m’a- 
dresser ici le moindre reproche. Elle a vu, dans la dernière séance, 
avec quelle franchise, avec quelle loyauté j’ai déclaré que j’attendrais 
sa décision avant d’imprimer mon Mémoire. Les paroles pi'ononcées 
par M. le Secrétaire perpétuel et l’adhésion unanime de mes hono- 
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râbles confrères n’ont pas laissé subsister le plus léger doute sur le 
parti que j’avais à prendre. Ce qu’il y a de plus remarquable dans 
cette affaire, c’est que mes nouvelles théories sont le développement 
d’une pensée émise il y a plusieurs années, c’est-à-dire au mois 
d’août i84r, dans l’un des Mémoires que J’ai publiés sur l’Astro- 
nomie, dans celui-là même qui avait particulièrement attiré l’atten- 
tion des astronomes, et auquel ils ont paru attacher plus de prix. 11 
serait assez extraordinaire qu’il fût interdit à un géomètre français de 
publier les développements des théories qu’il a pu découvrir, et qu’il 
lui fût ordonné, sans doute pour la plus grande gloire des sciences et 
de la patrie, d’attendre que ses propres pensées soient peut-être mises 
en lumière par quelque savant étranger. 


290 . 

Astronomie. — Mémoire sur les séries nouvelles que l’on obtient, quand 
on applique les méthodes exposées dans les précédentes séances au 
développement de la fonction perturbatrice et à la détermination des 
inégalités périodiques des mouvements planétaires. 

C. R., T. XX, p. ii66 (21 avril i845). 

Dans les mouvements planétaires, les inégalités périodiques des 
divers ordres sont représentées, comme on le sait, par des intégrales 
simples ou multiples relatives au temps. De plus, les fonctions renfer- 
mées sous le signe J, dans les intégrales dont il s’agit, se réduisent 
aux dérivées de la fonction perturbatrice, différentiée par rapport à 
un ou à plusieurs des éléments elliptiques ; et, comme les valeurs de 
ces intégrales ne peuvent se calculer en termes finis, on a cherché à 
en obtenir des valeurs approchées à l’aide de l’intégration par séries. 
On a été conduit, de cette manière, à développer la fonction perturba- 
trice en une série dont chaque terme pût être facilement intégré par 
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rapport au temps. Cette condition se trouve remplie lorsque, en sui- 
vant la marche généralement adoptée jusqu’ici par les géomètres, on 
suppose chaque terme proportionnel au sinus ou au cosinus d’un angle 
représenté par une fonction linéaire des anomalies moyennes des 
deux planètes que l’on considère, ou, ce qui revient au même, lors- 
qu’on suppose la fonction perturbatrice développée suivant les puis- 
sances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour 
arguments ces anomalies moyennes. Mais la série ainsi obtenue a 
l’inconvénient d’être une série double, ordonnée suivant les puis- 
sances entières de deux variables distinctes, et d’être souvent peu 
convergente, ce qui oblige quelquefois à calculer, pour obtenir des 
approximations suffisantes, un très grand nombre de termes. Les for- 
mules et leg méthodes que j’ai indiquées dans les précédents Mémoires 
permettent de faire disparaître ces difficultés. A la vérité, il semble 
au premier abord que, en suivant ces méthodes, on peut perdre 
quelque chose sous le rapport de la généralité, et que les formules 
trouvées, du moins dans certains cas, s’appliquent seulement à des 
portions considérables de l’orbite qu’un astre décrit. Mais on peut 
modifier ces formules de manière à en obtenir d’autres qui subsistent 
au bout d’un temps quelconque. On peut, d’ailleurs, appliquer ces 
formules de diverses manières au développement de la fonction per- 
turbatrice. Enfin, on peut les combiner avec de nouveaux théorèmes 
auxquels mes recherches m’ont conduit, particulièrement avec deux 
propositions qui me paraissent dignes de remarque, et que je vais 
énoncer. 

Théorème I. — Étant données deux exponentielles trigonométriques 
dont les arguments sont proportionnels au temps, et une fonction déve- 
loppable suivant les puissances entières de la première exponentielle, on 
pourra toujours représenter par une intégrale définie simple relative au 
temps la partie non périodique de l’intégrale indéfinie, dans laquelle la 
fonction sous le signe J se réduirait au produit de la seconde exponen- 
tielle par la fonction donnée. 
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Théorème II. — La fonction perturbatrice, ou même une fonction 
quelconque des anomalies excentriques de deux planètes, peut toujours 
être décomposée en deux parties, dont la première est évidemment la 
dérivée exacte par rapport au temps d’ une autre fonction dont il est facile 
d'assigner la valeur, tandis que la secondepartie est une fonction finie de 
l’anomalie moyenne relative à l'une des planètes et d’ une nouvelle va- 
riable liée aux deux anomalies moyennes par une équation très simple. 

Ce dernier théorème réduit Tintégration de la fonction perturba- 
trice à l’intégration d’une autre fonction qui peut être développée, à 
l’aide de la formule de Lagrange, en une série simple et rapidement 
convergente, ordonnée suivant les puissances ascendantes d’une fonc- 
tion linéaire des deux excentricités. 

.T’ajouterai que, à l’aide des principes ci-dessus énoncés, on peut 
développer, ou la fonction perturbatrice, ou un facteur de cette fonc- 
tion en une série simple oi'don née suivant les puissances ascendantes, 
non plus de deux exponentielles trigonométriques, mais d’une seule 
exponentielle dont l’argument soit proportionnel au temps. On pour- 
rait, d’ailleurs, prendre pour cet argument, ou l’une des anomalies 
moyennes, ou, ce qui paraît préférable, un angle équivalent, soit à la 
différence des anomalies moyennes, soit à cette différence augmentée 
d’une quantité constante. 


§ I. — Sur la série qu’on obtient quand on développe deux fonctions d’une 
seule variable suivant les puissances ascendantes de l’exponentielle trigo- 
noniétrique qui a pour argument cette même variable. 

Soit f(cü) une fonction de la variable w qui reste finie et continue 
pour toutes les valeurs réelles de co comprises entre les limites 

Cù = — TT, W = TT. 

En vertu des principes établis dans le second Volume des Exercices de 
Mathématiques ('), f (co) sera généralement développable en série ordon- 


(^) OEmres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 366 et suiv. 
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née suivant les puissances entières de l’exponentielle trigonomé- 
triqüe 

et, si l’on pose en conséquence 

(1) f(w) = 27c„e““v^->, 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières 
positives, nulle et négatives de n, on aura 

T r’' — 

( 2 ) /(:«= — / 

27lJ 

Supposons maintenant que la fonction f(cü) reste finie et continue 
pour toutes les valeurs réelles et finies de la variable co; et nommons u 
l’angle variable qui, étant compris entre les limites 

— IT, -f- TT, 

vérifie les deux conditions 

(3) . cosu = cosco, sinu = sinw, 

en sorte qu’on ait généralement 

(4) &) = 2tîrH-u, 

i désignant une quantité entière positive, nulle ou négative. Alors, à 
la place des formules (r) et ( 2 ), on obtiendra les deux équations 

(5) f(w) = 

( 6 ) r 

J 

dont la seconde peut s’écrire comnae il suit : 

T 

( 7 ) + v) dv. 

En partant des formules (5) et ( 7 ), on pourra aisément intégrer 
une ou plusieurs fois de suite la fonction f(a)) par rapport à la 

OEuvres de C. - S. I, t. IX. 


20 
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variable w, ou, ce qui revient au mênae, par rapport à la variable 
Concevons, pour fixer les idées, que l’on cherche la valeur de l’ini 
grale 

I f(co)c/G), 


a>o désignant une valeur particulière de co. Comme on aura 


' {{cô)d(ù~l f{(ù)dQ — / f( 

Wo do do 


ÛO) dù}. 


le seul problème à résoudre sera évidemment de trouver la valeur 
l’intégrale 

0 


{(ù) dv 


Il y a plus : comme on aura encore 

/ Où ^2i7C 

Ÿ((^) d(ù — I f(cù)d(i)-^l f(c 

do 2 1 1T 

et 

f i((ù)d(x)=:f î{(ù)duy 
d^i% do 

il est clair que, si l’on pose, pour abréger, 

«27: 

' f ( ^ ) d(^ — j |f(u)-i-f(27r-i-u)H-...H-f[2(/ — I ) 71 “i ^ 1 | ' 
0 do 


on aura définitivement 


( 9 ) f f(od) <ico ~ ^ f (w) tr/y, 

do do 

et, par suite, eu égard à la formule (5), 


( 10 ) 


f 

*^0 


co) dcji — ^ 


g/^u \/— 1 ■ 


n\J — ] 


Pour montrer une application très simple des formules (5) et (7 
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posons 

f(w) = 

1 désignant une quantité constante. Alors la formule (7) donnera 


A'„ = sin(X-/OTC _ 

(A — n)n (A — /z) 7 r 


(n) 

On aura donc 

( 12 ) gAo) — qI (w-'j) v/rr sin(A — n) ^ 

^ Çk — /i)7r 


.nu sj—l 


§ II. — Sur l’application des formules établies dans le § I, au calcul 
des inégalités périodiques des mouvements planétaires. 

Soient 

•c la distance mutuelle de deux planètes m, m! ; 
r, / les distances de ces planètes au Soleil; 

0 leur distance apparente, vue du centre du Soleil; 
p, p' les longitudes des deux planètes; 

d, rj' les longitudes de leurs périhélies; 

n. II' les distances apparentes de ces périhélies à la ligne d’intersec- 
tion des orbites; 

1 l’inclinaison mutuelle de ces orbites; 

T, T les anomalies moyennes des deux planètes; 

(j;, 41' leurs anomalies excentriques; 

£, t ' les excentricités des deux orbites; 

et posons, pour abréger, 

V = sin* -• 

9 

On aura, non seulement 

(l) ; ^f2_ 2/7-'COSâ, 

mais encore 

( cosâ = cos(/i — cy -1-11 ht' — H') 

I — 2 vsin(p — ro-i-n)sin(/?'— nj'-t-II'). 
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On aura, de plus, 

(3) 

(4) COS(jO — St): 


T— — e sini}', 
COS'4' — g 


I — £ COStjj 


. , . (i — £2) sinip 

sin(p — ro) = 

I — ECOSlJj 


et les formules (3), (4) continueront de subsister, quand on y rem- 
placera 


par 


P, T, OT, £ 

p’, T', 4-', 5 t', £'. 


D’ailleurs, en supposant £, z.' et v assez petits pour qu’on puisse, sans 
erreur sensible, les remplacer par zéro dans les formules ( 2 ), (3), 
(4), . . ., on tirera de ces formules 


et, par suite. 


p-^=:<]>=zT, p'-m' = T', 

cos5 = cosw. 


la valeur de w étant 


(5) 


CO — r- r+n-n'. 


On pourra donc prendre alors 

. â = M, 


et généralement on peut dire que, pour des valeurs peu considérables 
de £, £', V, la valeur de co déterminée par la formule (5) représentera 
une valeur approchée de S. 

Soit maintenant R la fonction perturbatrice relative à la planète m, 
ou plutôt la partie de cette fonction qui se rapporte aux deux planètes 
m, m', on aura 


( 6 ) 



/w'r cosi5 




et, parmi les variations périodiques des éléments elliptiques de la 
planète m, celles qui seront du premier ordre par- rapport aux masses 
se calculeront aisément si l’on sait intégrer une ou deux fois de suite, 
par rapport au temps, la fonction R et ses dérivée^ partielles prises 
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par rapport aux éléments dont il s’agit. Or, une semblable intégration 
ne pouvant s’effectuer en termes finis, on est obligé, pour résoudre la 
question, de recourir à l’intégration par série, et par conséquent de 
développer la fonction R en une série dont chaque terme puisse être 
facilement intégré par rapport au temps. Cette condition se trouve 
remplie lorsque, en suivant la marche généralement adoptée, on dé- 
veloppe R en une série ordonnée suivant les puissances entières des 
deux exponentielles _ 

Mais le développement ainsi obtenu a l’inconvénient d’ètre une série 
double, et la convergence de cette série est quelquefois assez lente 
pour obliger les géomètres à conserver, dans le calcul, un grand 
nombre de termes. Or il importe d’observer, en premier lieu, qu’on 
peut réduire la série double à une série simple en opérant comme il 
suit. 

Soient p. et p.' les moyens mouvements des planètes m, m', et 
posons, pour abréger. 



On aura 

( 7 ) 1 = -\-i. 

De plus, comme les valeurs de T, T seront de la forme 

—t), — 

on en conclura 

T— — — (fiT — p't'). 

Donc les parties variables des quantités 

T, T, w 

seront respectivement 

fxf, fiO, — 

et, par suite, les exponentielles 
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seront proportionnelles aux exponentielles 

Cela posé, concevons que, la fonction R étant développée suivant les 
puissances entières de x et x' , on nomme 

le coefficient du produit 

x”-x'"-' 

dans le développement dont il s’agit. On aura 

R = 2A„,„' 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7), 

R — 2A„,„- Q{n+n')\'u>f:ï ^ 

par conséquent 

8) R— 

Soit d’ailleurs u celui des angles, l’enfermés entre les limites — u, +1: 
qui vérifie les deux conditions 

(9) cosu r= cos w, sinu=;sina>. 

La différence 

W — U 


sera un multiple de 271; et, en nommant / une quantité entière quel 
conque, on tirera de la formule (12) du § I 

g«'X'ü>\a_g»'V(to-tj)v^V sin(»'X'— 

En conséquence, la formule (8) donnera 


R=:2A„ 


fTl'—n. 


sin (n'I ' — l)n 
— 1 ) 7 j : 


qTI^'K' { un — ’Q) yj — !• 


OU, ce qui revient au même, 


(«'X'-/)7r V e V , 


(10) 


R=r:2A 





et, par suite, 

(II) 

la valeur de A„ étant 


EXTRAIT N“ m 


199 




(12) 




sin(/i'X'— Z) TT 
1 )% 




n'X'((i)~v) \/—l 


Ainsi la fonction perturbatrice R peut être développée en une série 
simple ordonnée suivant les puissances ascendantes de l’exponentielle 
trigonométrique 

gU 1 — gti) \/—i . 


et, dans cette série, le coefficient A„ de la puissance de l’expo- 
nentielle dont il s’agit est déterminé par la formule (12), en vertu de 
laquelle il conservera la même valeur pour toutes les valeurs de eu 
comprises entre deux termes consécutifs do la progression arithmé- 
tique 

..., — 4ir, — 2ir, O, 27r, .... 


La fonction R étant développée, comme on vient de le dire, en une 
série ordonnée suivant les puissances entières de 


gU ^-1 _ gM ^-l ^ 


il deviendra facile d’intégrer par rapport à R, ou cette fonction, ou la 
dérivée de cette fonction différentiéc par rapport à l’un des éléments 
elliptiques. Les formules qu’on obtiendra de cette manière seront ana- 
logues à l’équation (10) du paragraphe précédent. D’ailleurs, des inté- 
grales relatives à co on déduira immédiatement les intégrales relatives 
à t, en ayant égard à la formule 

d(jd=: ([J. — [}J)dt, 

de laquelle on tire 


Des deux parties qui composent la fonction R, une seule est difficile 
à développer, savoir celle qui est réciproquement proportionnelle à la 
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distance t-. Considérons séparément cette partie, ou, ce qui revient au 
même, le rapport Si, en opérant comme on vient de le dire, on 
développe ce rapport en une série simple ordonnée suivant les puis- 
sances entières de l’exponentielle 

la série obtenue sera, il est vrai, une série simple, mais elle pourra 
n’être pas très rapidement convergente. Pour rendre la convergence 
plus rapide, il suffira, conformément au principe établi dans un pré- 
cédent Mémoire, de décomposer la fonction ^ en deux facteurs, dont 
le pi’emier, étant d’une forme très simple, diffère peu de puis 
de laisser ce premier facteur inaltérable, et de développer le second 
facteur suivant les puissances entières de l’exponentielle 

Si l’on nomme a, a' les demi grands axes des orbites décrites par les 
planètes m, m', une première valeur approchée du rapport sera l’ex- 
pression 

{a } — aaa'cosM 

à laquelle on pourra réduire le premier facteur de ~ On pourra, 
d’ailleurs, dans cette hypothèse, intégrer par rapport à t les divers 
termes du développement de à l’aide de formules analogues aux 
équations (26), (27) de la page 182. Ajoutons qu’il sera facile de 
modifier ces équations de manière qu’elles deviennent applicables à 
toutes les époques du mouvement, et subsistent pour des valeurs quel- 
conques de t. 

§ III. — Suj' une transformation remarquable de la fonction 

perturbatrice. 

Conservons les notations adoptées dans le précédent paragraphe, et 
désignons par F(tj;, ou la fonction perturbatrice R, ou même, plus 
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généialement, une fonction donnée des anomalies excentriques 'Y, 
liées aux anomalies moyennes T, T' par les deux équations 

T~ d; — £ sind>, 

( ) T -- ’j/' — s' sin 'V . 

Pour des valeurs de s inférieures à une certaine limite, la fonction 

F (A, è'j 

pourra être développée suivant les puissances ascendantes de £, ou à 
l’aide du théorème de Lagrange relatif au développement des fonc- 
tions implicites, ou encore à l’aide de la formule 


( ) F ( i|;, 4^' ) r Ll , 

('ji • — c simL — T] 

<le laquelle on tirera 

(/,) F(d;,4;')r---y 

^ VY>Y^ ^ c-' 

ou, ce qui revient au même!. 


( r, ) F ( .^, 4 .' ) 7 - 7 ;“ D? [( I - £ cos T) sin« r F ( 7 , 4 >' )], 


la somme qu’indique le signe S s’étendantà toutes les valeurs entières, 
nulle. (!t positives de n, et le produit 1.1. ..n devant être remplacé par 
l’unité, quand n se réduit à zéro. D’autre part, comme les parties 
variables de 7 ’, 7 ’' seront respectivement 

[Lt, \l't, 

si l’on désigne par 5; une fonctiort quelconque de T, T' ou même de 
41, 4'’ aura généralement 


et, par suite. 


.1)^ J!4 Dj. S H— pJ P y. ÏB 


D, ::=: jJtDj--!- p'Dr- 


OEnvres de C 


s. I, t. IX. 


26 
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Il en résulte que sera généralement facteur de la différence 

et de la différence 



Donc l’équation (5) pourra être présentée sous la forme 


efjC 


sin T 


(6) 4 -') =D,s -(» - ^ cos T) D?. F( 7 ; < 4 '), 


s désignant une fonction nouvelle dont il sera facile d’assigner immé- 
diatement la valeur. Ajoutons que, en vertu de la formule de Taylor, 
l’équation ( 6 ) pourra être réduite a 

(7) F(|,4/') = I>.S + (i-£COsr)F(7;>F), 


ff'’ désignant une variable nouvelle que l’on déduira de '\i', en attri- 
buant à T' un accroissement représenté par le produit 


^ sin T. 
P 


Ainsi, dans l’équation ( 7 ), '•F sera une fonction implicite de T et T', 
déterminée par la formule 


( 8 ) 


iF — £ sin W = r - ^ sin T. 

P 


Si l’on applique le calcul des résidus à la détermination de la fonc- 
tion 

F(7’,’F), 

on trouvera 

p/ 7. w-, _ P (1— £CosW) F( 7 ;W) 

2’'-£sinW-+- -tsinrj 


et, par suite, 

( 9 ) F(7’,iF)=2 


D?- 1^(1 - e' cos r ) (^£' sin T" - — sin 7 ^^ r( T, T’oj 


1 . 2 . . .11 



EXTRAIT N» 290. 


203 


La formule (7) réduit la détermination de l’intégrale 

f F(+, +') dt 

à la détermination de l’intégrale 

/F(i — ecosT') F(T, W)Æ. 

On doit remarquer d’ailleurs que les deux expressions 

F(^,f), F(T,W) 

se trouvent représentées, la première par une série double, et la 
seconde par une série simple seulement, quand on les réduit l’une 
et l’autre à des fonctions explicites de T, T' , en appliquant à la pre- 
mière la formule de Lagrange et, à la seconde, la formule (9). Ajou- 
tons que, dans le passage de la série double à la série simple, la con- 
vergence pourra devenir sensiblement plus rapide si le rapport ^ est 

notablement inférieur à l’unité. C’est ce qui arrivera en particulier 
si l’on prend pour m la planète Pallas, et pour m' .Jupiter, attendu 
qu’alors on aura sensiblement 



§ lY. — Sur la détermination des parties non périodiques 
de certaines intégrales. 

Soit f(ü)) une fonction développable suivant les puissances entières 
de l’exponentielle _ 

en sorte qu’on ait 

(I) = 

le signe S s’étendant à toutes les valeurs entières, positives, nulle et 
négatives à&n. Supposons d’ailleurs que l’équation (i) subsiste pour 



COMPTES RENDUS DE L’ACADEMIE. 


aoi 

une valeur quelconque de co, et prenons 

W 

( f{ u) dcù, 

0 


X étant une quantité constante. On aura, en vertu de la formule (i), 



2/0, 


\/~l J 

(rt ■+ X) v'— I 


ou, ce qui revient au même. 


( 3 ) 

la valeur de e étant 


( /I -4- >, ) 1 



( 4 ) 



A.., 

(rt H- X) V ' — I 


Or, il est important d’observer que la constante 3, c’est-à-dire la 
partie non périodique de s, peut être représentée par une intégrale 
définie simple. En effet, si, après avoir multiplié les deux membres 
de l’équation ( 2 ) par l’exponentielle on intègre ces deux 

membres entre les limites 


W — — TT, U =: K, 

une intégration par parties, appliquée au premier membre de l’équa- 
tion dont il s’agit, donnera 

2SinA7rjjj ^ ^ 


Dans d’autres articles, nous développerons les conséquences qui 
se déduisent des formules auxquelles nous sommes parvenu dans 
celui-ci. 
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291. 

AsruoNOMiE. Memoiie. sur des formules et des théorèmes remarquables . 

qui permettent de calculer très facüement les perturbations planétaires 
dont l’ordre est très élevé. 

G. R., T. XX, p. ï6i 2 (a juin r845). 

Los piincipes généraux que j ai posés dans de précédents articles, 
et suitout dans le Mémoire du yq mars de cette année, fournissent, 
quand on les applique à l’Astronomie, des résultats qui paraissent 
mériter l’attention des géomètres. Ces résultats seront l’objet spééial 
du présent Mémoire et de quelques autres que je me propose d’offrir 
plus tard a 1 Académie. Les formules auxquelles je suis parvenu sont 
très simples et, par cela même, très propres au calcul des perturba- 
tions planétaires. Pour donner une idée des avantages que peut offrir 
leur emploi dans les calculs astronomiques, je vais énoncer ici deux 
théorèmes remarquables qui se déduisent immédiatement de ces for- 
mules. 

Considérons le système de deux planètes m, m' , et la fonction per- 
turbatrice relative à ce système, ou plutôt la partie R de cette fonction 
qui est réciproquement proportionnelle à la distance des deux pla- 
nètes. On calculera aisément les perturbations périodiques de la pla- 
nète m, si l’on a d’abord développé la fonction R suivant les puis- 
sances entières des exponentielles trigonométriques qui ont pour 
arguments les anomalies moyennes, ou même les anomalies excen- 
triques, le développement qu’on obtient dans le premier cas pouvant 
aisément se déduire de celui qu’on obtiendrait dans le second, à l’aide 
des transcendantes de M. Bessel. Cherchons, en particulier, le pre- 
mier développement, et concevons qu’il s’agisse d’obtenir un terme 
correspondant à des perturbations d’un ordre élevé, c’est-à-dire un 
terme correspondant à des puissances très élevées des deux exponen- 
tielles. Ce terme sera évidemment connu, si l’on en connaît une valeur 
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particulière correspondante à des valeurs particulières données des 
deux anomalies moyennes. Or on obtiendra sans peine une telle valeur 
en opérant comme il suit. 

Consti’uisons une surface auxiliaire qui ait pour abscisses rectan- 
gulaires les deux anomalies moyennes, et pour ordonnée is le carré 
de la distance mutuelle. Supposons d’ailleurs que, après avoir mené 
un plan tangent à cette surface par un point donné P, on cherche, 
sur le plan tangent, un autre point S qui ait pour abscisses les deux 
abscisses du point P augmentées de deux nombres entiers n' et n. Par 
la droite PS faisons passer un plan normal à la surface; projetons sur 
l’axe des s le rayon de courbure de la section normale ainsi obtenue, 
et concevons que la moitié de la projection algébrique de ce rayon de 
courbure soit substituée, dans la fonction perturbatrice, au carré de la 
distance mutuelle des deux planètes. Enfin, multiplions le résultat 
ainsi trouvé par le rapport de la distance des deux points P et S à la 
circonférence dont le rayon est l’unité. Le produit auquel on par- 
viendra sera une nouvelle fonction des anomalies moyennes, que 
nous appellerons la fonction auxiliaire et qui renfermera, outre ces 
anomalies, les deux nombres entiers n', n. Cela posé, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

Théorème I. — Concevons que Von développe la fonction perturbatrice 
relative au système de deux planètes m, m', ou plutôt la partie de cette 
fonction qui est réciproquement proportionnelle à leur distance mutuelle, 
en une série ordonnée suivant les puissances entières de deux variables x, 
x' représentées par les exponentielles trigonométriques qui ont pour argu- 
ments les anomalies moyennes. Cherchons d’ailleurs, dans le développe- 
ment ainsi formé, un terme proportionnel à des puissances très élevées, 
l’une négative, l’autre positive, de ces deux variables, les exposants des 
deux puissances étant, aux signes près, n et n' . Le terme dont il s’agit 
deviendra sensiblement égal à la fonction auxiliaire, pour un système 
particulier de valeurs imaginaires de deux variables x, x', savoir, pour 
des valeurs imaginaires qui, en réduisant à zéro la distance mutuelle de 
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deux planètes, réduiront le module du rapport qu’on obtient en divisant 
l imite par le produit des deux puissances à un module principal. 

II est bon d observer que l’expression analytique de la fonction 
auxiliaire peut être présentée sous une forme très simple. En effet, 
pour obtenir cette fonction auxiliaire, il suffit de diviser par la cir- 
conférence dont le rayon est l’unité le résultat qu’on obtient lorsque 
dans la fonction perturbatrice on substitue au carré de la distance 
mutuelle des deux planètes la moitié de la différentielle seconde de 
ce même carré, différentié deux fois de suite par rapport aux ano- 
malies moyennes, après avoir remplacé, dans cette différentielle 
seconde, les différentielles des anomalies moyennes des planètes m 
et né par les nombres entiers» n' et n. 

Ajoutons que l’on peut, sans inconvénient, remplacer tout à la fois 
dans la construction de la surface auxiliaire, dans la fonction auxi- 
liaire et dans le théorème énoncé, les anomalies moyennes des deux 
planètes par leurs anomalies excentriques. 

Comme l’ont remarqué les géomètres, les termes qu’il importe sur- 
tout de calculer, parce qu’ils peuvent fournir des perturbations sen- 
sibles, sont ceux qui répondent au cas où les nombres entiers n, n! 
sont à très peu près en raison inverse des moyens mouvements des 
deux planètes. En supposant cette condition remplie, on obtient, 
outre le premier théorème, un second théorème qui paraît digne de 
remarque, et dont voici l’énoncé : 

Tiikorèmë h. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
cherchons, dans le développement de la fonction perturbatrice, un terme 
dans lequel les exposants n, n' soient à très peu près en raison inverse des 
moyens mouvements p., p.' des deux planètes. Alors, pour obtenir la fonc- 
tion auxiliaire, il suffira de multiplier le rapport de ^ à n! par le rapport 
du rayon à la circonférence, et par la valeur que prend la fonction per- 
turbatrice quand on y remplace le carré de la distance des deux planètes 
par la moitié de la dérivée seconde de ce carré differentie deux fois de 
suite par rapport au temps. 
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On peut observer que, dans ce dernier cas, les équations simul- 
tanées desquelles on doit tirer les valeurs imaginaires des anomalies 
moyennes se réduisent, à très peu près, aux deux équations qu’on 
obtient quand on égale à zéro la distance mutuelle des deux planètes 
et la dérivée première de cette distance différentiée par rapport au 
temps. 

Les propositions que je viens d’énoncer réduisent, comme on le 
voit, le calcul des perturbations d’un ordre élevé à la résolution 
d’équations simultanées qui doivent être vérifiées par des valeurs 
imaginaires des variables. Il importait donc d’obtenir un moyen 
facile de calculer les racines imaginaires de plusieurs équations 
simultanées. J’ai été assez heureux pour trouver une méthode géné- 
rale et rigoureuse qui permet d’évaluer immédiatement ces racines, 
en réduisant leur recherche à la résolution d’équations simultanées 
du premier degré. Cette méthode sera indiquée succinctement dans 
te dernier paragraphe du présent Mémoire. 

Analyse. 

§ I. — Sur le développement de la fonction perturbatrice. 

Soient, au bout du temps i, 

■O la distance de deux planètes m, m'; 

T, T ' leurs anomalies moyennes; 

'.p, leurs anomalies excentriques. 

La fonction perturbatrice relative à la planète m offrira un terme 
proportionnel à On pourra d’ailleurs développer ce terme suivant 
les puissances entières des exponentielles 

^ 7’^— 1 ^ 

ou bien encore suivant les puissances entières des exponentielles 



EXTRAIT N“ 291. 


209 


et, si l’on nomme 

AaI,', «. ou 

le coefficient de 

eln'T + nTU-l OU dg n' f + n<!/) ,r=-^ 


clans le développement de ^ on aura, d’une part, 

(>) 

d’autre part, 

(2) 

les sommes qu’indiquent les signes S s’étendant à toutes les valeurs 
entières positives, nulle et négatives de n et de n' . 

Ajoutons que, sans altérer les formules (i) et ( 2 ), on pourra évi- 
demment y changer le signe de n ou de n'. On pourra donc aux' équa- 
tions (i) et ( 2 ) substituer les suivantes 

(3) ^ = 

les sommes qu’indiquent les signes 2 s’étendant toujours à toutes les 
valeurs entières positives, nulle et négatives de n et de n' . 

Faisons maintenant, pour abréger, 

et 


On aura, en conséquence. 



et la formule (3) donnera simplement 

( 6 ) - =11 An', -n 

* t 


= 22 A„' 
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Supposons d’ailleurs que, n, n' étant positifs, on attribue à x, æ' des 
valeurs imaginaires qui, en réduisant la distance ^ à zéro, et par suite 
x' à une fonction de x, réduisent le module du rapport 


à un module principal minimum. Les valeurs imaginaires correspon- 
dantes des anomalies moyennes T, T' vérifieront les deux équations 
simultanées 

( 7 ) ^ n, /l^ D y ^ “H tl D y. O ^ 

et, en attribuant à T, T' ces mêmes valeurs, puis à /i et /i' des valeurs 
positives très considérables, on déduira aisément des principes établis 
dans la séance du 17 mars dernier une valeur très approchée du terme 

qui, dans le développement de est proportionnel à l’exponentielle 


^(rt' T'— n T)/— 


ou, ce qui revient au même, au produit 

/jrt— “/i n' 

On trouvera ainsi 

(8) A„- én'T’-n-nJ—,_ i-^ot / /t'-DrÆ-+-2w/i'DrDr,.'R-i-MVD|.,A y~^ 

- j , 

a étant infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de n et 
. de n'. 

Si, au contraire, on assigne à (j/, des valeurs imaginaires qui, en 
réduisant « à zéro, réduisent le module de l’exponentielle 

considérée comme fonction des variables à un module 

.principal minimum, ces valeurs imaginaires vérifieront les équations 
simultanées 


(9) 


^ zrz O, 
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et, en attribuant à ij;. 4'' niêmes valeurs, puis à « et à n'des valeurs 
positives très considérables, on trouvera 


( 10 ) 

’ . 27r \ 


a étant infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes de 7i et 
de n'. 

Il est bon d’observer que, si l’on nomme £, z' les excentricités des 
orbites décrites par les planètes m, m', on aura 


T~^ — £ sin 4», 

II 

et, par suite, 


Ts/-i ™ sin ^ /Il ^ 

Q?l' T' - ï 


Lorsque, n, n' étant do grands nombres, les excentricités z, z' sont 
assez petites pour que les produits 

ns, n'e' 


n’aient pas des valeurs considérables, on peut en dire autant des deux 
'exponentielles 

n e sin 1 

e > ^ J 


qui offrent des arguments proportionnels à ces produits; et alors une 
valeur très approchée de peut se déduire de la formule (lo) 

jointe à la suivante 

(il) '1' ''^(i — s cosijj) (i — s' cosi];'). 

Los valeurs de auxquelles correspondent des perturbations 

sensibles des planètes m et m', sont principalement celles qu’on 
obtient dans le cas où le rapport des nombres entiers n, a' est à 
très peu près égal, non pas au rapport direct des moyens mouve- 
ments p, et p' des deux planètes, mais au rapport inverse, en sorte 
qu’on ait sensiblement 

/l' fJL 

n ijJ 


( 12 ) 
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Or, comme on a rigoureusement 

^l3) D 7*' cît D 7 ^ 


et 

( r 4 ) jjL D I- A 4- 2 D r D r' ^ + fi'® D a. = D I ^ , 


il est clair que, dans le cas dont il s’agit, on pourra remplacer la for- 
mule (8) par la suivante 


(i5) 




T H- a 
271 



a étant toujours infiniment petit pour des valeurs infiniment grandes 
de n et de n' : 

Ajoutons que, dans le même cas, les valeurs imaginaires de T, T', 
tirées des équations (7), seront très voisines des valeurs T, T' déter- 
minées par les formules 

(16) cR. =: O, 


Néanmoins, on ne pourra pas toujours les substituer les unes aux 
autres, quand il s’agira d’évaluer les produits 

n T, n' T 

et de fixer par suite la valeur de l’exponentielle 


^(n'T'-n'Dyf^l ^ 

En effet, pour obtenir une valeur très approchée du produit nT par 
exemple, il est nécessaire de conserver, dans T, les quantités de 
l’ordre du rapport 

Il est aisé de s’assurer que le premier membre de chacune des 
équations (7), (g) se réduit à une fonction algébrique et rationnelle 
des deux exponentielles 


Par suite, la résolution des deux équations (7) ou des deux équa- 
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lions ( 9 ) peut être réduite à la résolution d’une seule équation dont 
le premier membre soit une fonction entière d’une seule de ces expo- 
nentielles. 

Remarquons encore que la résolution des équations ( 7 ) fournira 
généralement, non pas un seul système, mais plusieurs systèmes de 
valeurs imaginaires des exponentielles 

D’ailleurs ces systèmes seront conjugués deux à deux, de telle sorte 
que, dans le passage de l’un de ces systèmes au système conjugué, 
chacune des expressions imaginaires x, x' conserve le même argu- 
ment, on prenant un module inverse; et, pour éviter des calculs inu- 
tiles, il conviendra de se borner à rechercher celui de ces systèmes 
qui, étant substitué dans la formule ( 8 ), fournira la valeur appro- 
chée de Or, en vertu des principes exposés dans la séance 

du 17 mars, la fonction .îi devra évidemment rester continue, tandis 
que les modules des expressions imaginaires 

|)rimitivoment égaux à l’unité, varieront et se rapprocheront indéfi- 
niment des -modules des valeurs de x, x', déterminées par les équa- 
tions ( 7 ). Il en résulte que, parmi les différentes valeurs de x, x' 
propres à vérifier ces équations, on devra chercher seulement celles 
qui offriront les modules les plus voisins de l’unité. Deux systèmes 
conjugués de valeurs de x, x' satisfont à cette dernière condition; et 
un seul de ces deux systèmes, savoir, celui que fournira pour le pro- 
duit 

un module inférieur à l’unité, offrira les valeurs de x et de x' , ou 
plutôt de T et de T', qui devront être substituées dans la formule ( 8 ). 

Observons d’ailleurs : i" que le module de a? ou de a? se rappro- 
chera de l’unité, lorsque dans Tou dans T le coefficient de V- i se 
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au 

rapprochera de zéro; 2° que le module du produit 

CC^ 

sera inférieur à l’unité, lorsque dans la différence 

nT—n'T' 

le coefficient de y — i sera positif. 

§ II. — Sur la résolution des équations simultanées. 

L’emploi des formules générales que nous avons établies dans le 
paragraphe précédent exige la résolution d’équations simultanées, par 
exemple la détermination des valeurs imaginaires de T, T propres à 
vérifier les équations (7). D’ailleurs, en vertu des remarques faites à 
la fin de ce paragraphe, on devra résoudre ces équations de maniéré 
que les modules des exponentielles 

X — , x' — eJ' 

se rapprochent le plus possible de l’unité, et que le produit 
offre un module inférieur a l’unité. Enfin, en négligeant dans un pre- 
mier calcul certaines quantités, par exemple les excentricités dos deux 
orbites, ou l’une des excentricités et l’inclinaison, lorsque ces quan- 
tités sont très petites, on peut obtenir facilement dos valeurs appro- 
chées des variables x, x' assujetties à vérifier les équations (7). On 
pourra ensuite achever la détermination des racines cherchées à l’aide 
d une méthode générale qui fournit la résolution d’un système quel- 
conque d’équations algébriques ou transcendantes, et que je vais indi- 
quer en peu de mots. 

Soient 

U, V, w, ... 

n fonctions de n variables 

y, -, 

et supposons que ces fonctions restent continues, du moins pour des 



modules de x, y, 
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. compris entre certaines limites. Soient encore 


U, V, w, ... 

les valeurs particulières de u, v, w, ... correspondantes à certaines 
valeurs réelles ou imaginaires 


X, y, Z, ... 

des variables x,y, z, ..., les modules de x, y, z, ... étant renfermés 
entre les limites dont il s’agit, et nommons 

Au, Av, Aw, . . . 

tes accroissements de u, v, w, ... correspondants à certains accrois- 
sements 

Ax, Ay, Az, . . . 

de X, y, Z, Enfin, désignons par 


u„ Vi, w,. 


par 


^2) 


puis par 


Us, Vs, W3, 


etc., des fonctions entières de Ax, Ay, Az, ... qui soient respective- 
mmit du premier, du second, du troisième degré, et qui représentent 
l(‘s t(^rmes des divers ordres dans les développements de Au, Av, Aw, .. . 
fournis par la série de Taylor, en sorte qu’on ait, par exemple, 

Ui=DjuAx-t-DyuAyH-.. .,' 

(i) I v, = D,v Ax-t-DyV Ay-)-..., 

Alors, pour de très petits modules des accroissements Ax, Ay, Az, . . ., 
on aura rigoureusement 

Au = Ui-I-Uj-I- Us -h. . -, 

Av =: Vi + Vg V 3 -h . . . , 


(2) 
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et, à très peu près, 

(3) Au = ui, Av = Vi, 

Cela posé, concevons qu’il s’agisse de trouver des valeurs de x, y, 
s, ... propres à résoudre les équations simultanées 


( 4 ) U — O, v — o, «' = 0 , .... 

S’il existe de telles valeurs qui diffèrent peu de x, y, z, . . . , on devra 
les obtenir en attribuant k x, y, z, . . . certains accroissements Ax, Ay, 
Az, . . . , choisis de manière à vérifier rigoureusement les équations 

(.5) u-l-Au = o, v-f-Av = o, w + Aw = o, ..., 

s 

et, approximativement, eu égard aux formules (3), les équations 


(6) U-l-Ui = 0, V + V,=:0, W-|-W,=:0, 


Ces dernières équations seront du premier degré par rapport aux 
accroissements 

Ax, Ay, Az, 


Nommons 


V, K, 


les valeurs qu’elles fournissent pour ces mêmes accroissements. Si, 
en posant 

(7) x-z=x-h'^, y = y + Y), s = z-i-Ç, ..., 

on obtient pour 

U -h Au, V -+- Av, w H- Aw, ... 


des expressions dont les modules soient inférieurs à ceux de u, v, 
w, ... ; alors, en passant des valeurs de x, y, s, . . . , représentées 
par X, y, z, . . . , aux nouvelles valeurs représentées par x -i- y -t- v], 
z-h'C, on aura fait un pas vers la résolution des équations (4)- 
Dans le cas contraire, on devra aux valeurs 


X -t- y + V), z -1- ç, 
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ibsti tuer des valeurs de la forme 

XH-Ôx, y + 0y. Z-I-0Z, 

désignant un nombre inférieur à l’unité, et réduire successivement 
! facteur G aux divers termes de la progression géométrique 

1 i 1 

2 » 4 > 8 > * * • 1 

isqu’à ce que, aux valeurs de ce, y, z-, , représentées par 

X + S|, y + 0'o, Z 4 - . . . , 

3rrespondent des modules de 

U H- Au, VH- Av, wh-Aw, 
îspectivement inférieurs aux modules de 

U, V, w, 

r, c’est ce qui finira nécessairement par arriver; car, puisque, en 
osant 

Ax = |, Ay = -n, Az — Ç, ..., 
n aura, en vertu des formules (6), 

3) ui = — U, Vin= — V, wi^-w, 

t, par suite, 

( H- Y)I)y U H-. . . = — U, 

I ^DxV H-ïiDyV H-. . . = — V, 

est clair que, en posant 

0) Ax = ô^, Ay = â-c, Az = eç, ..., 
n tirera des formules (i) 

1) Ui = — 0u, Vi = — 0V, 

r, en vertu de ces dernières équations, jointes aux formules (5), on 
ara 

/ U H- Au — (l — 0) U H- Uj H- Uj H- . . . , 

2 ) I V H— Av “(l — 0) V H- Vy H- Vg H- . . . 
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et, comme, eu égard aux équations (lo), 

Uj, V2, Wj, . . . 

seront proportionnels à 

Us, Va, Wa, . . . 

proportionnels à 6®, etc., on conclura des formules (12) qu.e, pour de 
très petites valeurs positives de ô, le module de u + Au deviendra infé- 
rieur à celui de u, le module de v -f- Av inférieur à celui de v, 

En résumé, quelles que soient les valeurs de x, y, ..., repré- 
sentées parx, y, Z, . .. , on pourra modifier ces valeurs par une pre- 
mière opération, de manière à faire décroître le module du premier 
membre de chacune des équations ( 4 ). Une seconde opération, sem- 
blable à la première, fera décroître encore les mêmes modules; et, ce 
décroissement n’ayant pas de terme, du moins tant que les fonctions 
proposées ne cessent pas d’être continues, on finira par résoudre ainsi 
les équations (4)- 

Lorsque les équations proposées se réduisent à une seule, les équa- 
tions (6) ou (9) se réduisent à la seule formule 

(13) ?!),«=:—«, 
de laquelle on tire 

(14) ? 

dette dernière équation n’est autre que la formule donnée par Newton 
comme propre à fournir des valeurs approchées successives d’une 
racine réelle d’une équation donnée. Alors aussi la méthode que nous 
avons exposée s’éloigne peu de celle que Legendre a donnée pour la 
résolution approximative d’une seule équation, dans la dernière édi- 
tion de la Théorie des nombres. Seulement, afin d’obtenir une règle 
positive de calcul, il nous a paru nécessaire de fixer avec précision 
les valeurs qu’il convenait d’attribuer successivement au nombre 0. 
L’indication de ces valeurs, omise par Legendre, vient en aide au cal- 


a 

Dx « 
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culateiir embarrassé de savoir comment il devait opérer pour passer, 
sans beaucoup de peine, d’une première à une seconde valeur appro- 
chée de la racine æ. 

La marche indiquée ne pourrait plus être suivie si, parmi les 
valeurs de 

U,, V„ Wi, 

déterminées par les équations (i), une ou plusieurs devenaient iden- 
tiquement nulles, indépendamment des valeurs attribuées à 

Ax, Ay, .... 

Alors, toutefois, on pourrait encore modifier la méthode de manière 
à obtenir la résolution des équations (4). Supposons, pour fixer les 
idées, que, le nombre des variables x,y, .. . étant réduit à deux, une 
ou plusieurs des expressions 


Ui, Uî, ..., 

et même une ou plusieurs des expressions 

Vi, ' V,, ..., 

deviennent identiquement nulles, U; étant, dans la suite u,, u^, ..., 
et v,„ dans la suite v,, Va, . . . , les premiers termes qui ne se réduisent 
pas identiquement à zéro. Alors, pour déterminer les valeurs de àæ, 
Ay ci-dessus représentées par \ et y], on devra recourir, non plus aux 
équations 

U-1-Uii=:0, V4-Vi = 0, 

mais aux deux suivantes 

(l5) U-4-U/=0, V-(-V,„=:0. 

Or la recherche des valeurs de Ax, Ay propres à vérifier simultané- 
ment les formules (i5) pourra être réduite à la recherche des valeurs 

de ^ qui vérifieront la seule équation 
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ou même la seule équation 


w l 



d étant le plus grand commun diviseur des nombres entiers l, m. Donc 
la résolution des deux équations simultanées 

U — Q, V — O 

dépendra, dans le cas d’exception indiqué, de la résolution de la seule 
équation (i6). On pourra d’ailleurs appliquer à cette dernière équa- 
tion la méthode relative au cas où l’on considère une seule variable. 
Ajoutons que l’équation (i6) pourra être résolue directement en 
termes finis, si le plus petit des nombres entiers, divisibles par l et 
par m, ne surpasse pas le nombre 4- 


292. 


Rapport sur la singulière aptitude d’un enfant de six ans et demi 

pour le calcul. 


C. R., T. XX, p, 1629 (2 juin i845). 

L’Académie nous a chargés de constater le singulier phénomène 
que présente un enfant de six ans et demi, le jeune Prolongeau. L’ap- 
titude de cet enfant pour le calcul est véritablement extraordinaire. 
Ainsi que nous en avons acquis la certitude, en lui adressant un grand 
nombre de questions, il résout de tête, avec beaucoup de facilité, les 
problèmes qui se rattachent aux opérations ordinaires de l’Arithmé- 
tique et à la résolution des équations du premier degré. ' 

Les Commissaires, après avoir longtemps examiné le jeune Prolon- 
geau, restent persuadés qu’il convient de cultiver avec discernement 
ses heureuses facultés, et que ceux qui seront chargés de diriger son 
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insti action doivent éviter, pendant plusieurs années encore, de i’ap- 
pliquei tiop fortement à 1 étude des sciences mathématiques. Ils 
croient qu on fera sagement de ne pas vouloir cueillir trop tôt des 
fruits qui, selon toute apparence, réaliseront les espérances qu’on 
a conçues, si 1 on a la patience d’attendre qu’ils parviennent à leur 
maturité. 

Au reste, les Commissaires se plaisent à exprimer hautement l’in- 
térêt que leur a inspiré le jeune Prolongeau doué, avant l’âge de 
sept ans, d une intelligence précoce et d’une étonnante facilité pour 
le calcul. Ils espèrent que cet intérêt sera partagé par tous les amis 
des sciences. 


293. 

MÉCANtQUE. — NoLe's relatives à la Mécanique rationnelle. 

G. R., T. XX, p. 1760 (23 juin i845). 

L’examen des titres des candidats à la place de Correspondant, 
vacante dans la Section dé Mécanique, a reporté mon attention 
sur divers problèmes qui sont relatifs à la Mécanique rationnelle. 
Quelques-uns des résultats auxquels mes réflexions m’ont conduit 
(h^viendront l’objet de plusieurs articles qui seront publiés prochai- 
nement dans mes Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique. Je 
me borne aujourd’hui à extraire de mon travail quelques recherches 
qui seront développées dans ces articles, et qui m’ont paru propres à 
intéresser l’Académie. 

Note sur les équations générales d’équilibre d'un système de points matériels 
assujettis à des liaisons quelconques. 

Les liaisons qui, existent entre des points matériels sont toujours 
des liaisons physiques, et par conséquent dues à des actions molécu- 
laires. II y a plus : ces liaisons sont généralement produites par les 
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actions mutuelles d’un très grand nombre de molécules. Ainsi, par 
exemple, un axe fixe de suspension n’est autre chose qu’un .système 
de points matériels situés à très peu près sur une même droite, e( 
retenus par une force de cohésion assez intense pour que les autres 
forces dont on tient compte dans le calcul n’aient pas le pouvoir d(‘ 
faire varier sensiblement la distance de deux quelconques de ces 
points. Mais, dans une première approximation, on peut ordinain*- 
ment substituer à une liaison physique une liaison mathémati(}ue, 
représentée par une certaine équation de condition. On jieut d’ail- 
leurs arriver par deux routes différentes aux équations d’éijuilibri' de 
plusieurs forces dont les points d’application sont supposés assujidtis 
à des liaisons mathématiques. Le plus souvent on déduit ces équa- 
tions du principe des vitesses virtuelles; mais on peut aussi les établir 
directement à l’aide de diverses méthodes. Le premier des .Mémoires 
dans lequel les équations d’équilibre se trouvent établies directement 
est celui que M. Poinsot a publié dans le XIII® Cahier du Journal de 
l’École Polytechnique. L’auteur a commencé par examinc'r b* cas oii 
les liaisons qui existent entre plusieurs points mobiles sont ri'jiré- 
sentées par des équations de condition qui renferment seulement les 
distances mutuelles de ces points; puis il a montré comment on [loii- 
vait passer du cas dont il s’agit au cas général où les liaisons sont 
représentées par des équations de condition quelconques entre les 
coordonnées des points mobiles, et il a ainsi retrouvé, comme on 
devait s’y attendre, les formules que Lagrange avait tirées du prin- 
cipe des vitesses virtuelles dans la Mécanique analytique. J’ai, dans 
Exercices de Mathématiques, dhovàt immédiatement le cas général 
dont je viens de parler. Mais la méthode que j’ai suivie peut encori' 
être simplifiée. Je demanderai à l’Académie la permission d’entrer à 
ce sujet dans quelques détails. . 

Lorsque plusieurs points assujettis à des liaisons mathématiqui's 
sont en équilibre sous l’action de certaines forces, chaque liaison peu! 
être remplacée par les résistances qu’elle oppose aux mouvements des 
divers points matériels. Donc, pour obtenir les équations d’équilibre. 



EXTRAIT N» 293. 


223 


il suffit d’écrire que la force appliquée à chaque point mobile fait 
équilibre aux résistances que les diverses liaisons opposent au mou- 
vement de ce point, ou, en d’autres termes, que cette force est la 
résultante de forces égales et contraires à ces résistances. D’ailleurs, 
des forces égales et contraires aux résistances qu’une seule liaison 
oppose aux mouvements de divers points mobiles sont précisément 
des forces capables de maintenir en équilibre les points assujettis 
à cette liaison. Donc la question peut toujours être réduite à la 
recherche des équations d’équilibre de points mobiles assujettis à 
une liaison unique. Enfin, il est facile de s’assurer que, dans ce cas, 
l’équilibre peut toujours avoir lieu sous l’action de forces convenable- 
ment dirigées, et dont l’une, arbitrairement choisie, peut offrir telle 
intensité que l’on voudra. Reste îi savoir comment on peut déter- 
miner, non seulement la droite suivant laquelle doit agir la force 
appliquée à chaque point, mais aussi le rapport entre deux forces 
appliquées à deux points distincts. Or cette détermination peut s’ef- 
fectuer très simplement à l’aide dés considérations suivantes. 

Supposons que l’équilibre subsiste entre des forces appliquées à 
des points mobiles, ces-points étant assujettis à une liaison unique. 
L’équilibre continuera évidemment de subsister, si l’on donne plus 
de fixité au système; par exemple, si plusieurs des points mobiles 
deviennent fixes, ou si l’on joint une seconde liaison à la première. 
Cela posé, soient A, A' deux des points mobiles, pris au hasard, et 
supposons que l’on recherche les conditions auxquelles doivent satis- 
faire, dans le cas d’équilibre, les forces P, P' appliquées à ces deux 
points. Pour y parvenir, il suffira de fixer tous les points mobiles, à 
l’exception de A et de A', puis d’assujettir les points A et A' à une 
liaison nouvelle qui permette de trouver facilement les conditions 
cherchées. Or la plus simple de toutes les liaisons, celle qui consiste 
à lier les deux points entre eux par une droite invariable, jouit préci- 
sément de cette propriété. En effet, supposons deux points A, A' seuls 
mobiles et assujettis à deux liaisons dont l’une soit celle qu’établit 
entre eux une droite invariable dont ils forment les extrémités. Les 
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six coordonnées des deux points, assujetties seulement à vérifier les 
deux équations qui représentent les deux liaisons dont il s’agit, pour- 
ront varier encore d’une infinité de manières, et, par suite, les mou- 
vements virtuels des deux points, c’est-à-dire les mouvements com- 
patibles avec les liaisons données, seront en nombre infini. On peut 
même remarquer que la courbe décrite par le point A dans un mou- 
vement virtuel sera complètement arbitraire; car, en fixant à volonté 
la nature de cette courbe, on établira seulement deux .équations nou- 
velles qui renfermeront les coordonnées du point A ; et, si l’on en pro- 
fite pour éliminer des deux premières équations ces trois coordonnées, 
on obtiendra une seule équation entre les coordonnées du point A'. 
Donc, en obligeant le point A à se mouvoir sur une certaine courbe, 
arbiti'airement choisie, on obligera seulement le point A' à se mou- 
voir sur une certaine surface courbe; et alors au mouvement virtuel 
du point A pourra être censé correspondre, pour le point A', un mou- 
vement virtuel en vertu duquel ce dernier point décrirait une courbe 
tracée à volonté sur la surface courbe dont il s’agit. Donc, en défini- 
tive, les mouvements virtuels des deux points A et A' assujettis à une 
liaison quelconque, et joints d’ailleurs l’un à l’autre par une droite 
invariable AA', sont des mouvements exécutés suivant deux courbes 
dont l’une est entièrement arbitraire. 

Cela posé, il deviendra très facile de trouver les conditions d’équi- 
libre de deux forces P, P', appliquées aux deux points A, A'. En 
effet, considérons un mouvement virtuel quelconque du système de 
ces deux points comme un mouvement qu’on les oblige à prendre, 
en fixant les deux courbes sur lesquelles il leur est permis de se 
déplacer. Cette fixation ne troublera pas l’équilibre. Il devra donc y 
avoir équilibre entre les forces P, P' lorsque leurs points d’appli- 
cation A, A', liés entre eux par une droite invariable, seront de 
plus assujettis à se mouvoir sur deux courbes fixes. Mais alors cha- 
cune des forces P, P' devra faire séparément équilibre aux deux résis- 
tances opposées aux mouvements de son point d’application par la 
courbe fixe et par la droite invariable. Les conditions de cet équi- 
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libre, exprimées analytiquement, détermineront à la fois et le rap- 
port des deux forces P, P', et la direction de chacune d’elles. 

Au reste, lorsque plusieurs points A, A', A", ... sont en équilibre 

sous l’action de certaines forces P, P', P" alors, pour déterminer 

séparément la direction de la force appliquée à l’un d’entre eux, par 
exemple de la force P appliquée au point A, il suffit de laisser le 
point A seul mobile en fixant tous les autres. Alors, en efiPet, l’équa- 
tion qui expiimait la liaison devient l’équation d’une surface que le 
point A est assujetti à décrire; et, comme, en fixant divers points, on 
ne peut troubler 1 équilibre, on peut affirmer que la direction de la 
force P doit être perpendiculaire à la surface dont il s’agit. D’ailleurs, 
les directions des forces P, P', ... étant une fois déterminées, il ne 
reste plus qu’à trouver le rapport de deux quelconques d’entre elles. 
On y parviendra, pour deux forces données P, P', appliquées aux 
points A et A', en Joignant ces deux points, comme on vient de le 
dire, par une droite invariable, et en fixant, d’ailleurs, tous les autres 
points donnés. 

Dans les Exercices de Mathématiques, je ne m’étais pas borné à lier 
les deux points A, A' par une droite invariable. J’avais de plus fixé le 
milieu de cette droite; mais, comme on le voit, cette fixation, qui 
réduisait à doux courbes sphériques celles que les deux points étaient 
obligés do décrire dans un mouvement virtuel, n’est nullement néces- 
saire. Il y a plus : pour trouver le rapport de deux forces P, P', dont 
les points d’application A, A' sont assujettis à une liaison unique, il 
n’est pas absolument nécessaire de lier les points A, A' par une droite 
invariable. Il suffirait d’assujettir les deux points à ne pas s’écarter : 
i" de deux courbes fixes, savoir de deux courbes correspondantes que 
ces points puissent décrire, en vertu de la liaison donnée, dans un 
mouvement virtuel quelconque; 2 ° d’une droite rigide et mobile sur 
laquelle ils pourraient glisser, cette droite étant choisie de manière à 
rendre obligatoire, pour les deux points, le mouvement virtuel dont 
il s’agit. Or, pour satisfaire à cette dernière condition, il suffit évi- ' 
demment d’assujettir la droite mobile AA' à s’appuyer, non seulement 

OEuvres de ( 7 . — S. l, t. (X. 29 
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sur les deux courbes fixes, mais en outre sur une troisième courbe ou 
directrice que l’on rendrait fixe elle-même, et qui pourrait, par 
exemple, renfermer constamment le milieu de la distance AA'; ou 
bien encore sur une surface cylindrique constamment touchée par la 
droite mobile. On pourrait aussi recourir à une idée dontM. Ampère 
s’est servi dans la démonstration qu’il a donnée du principe des 
vitesses virtuelles, et considérer la droite mobile comme la base d’un 
triangle dont le sommet, compris entre deux côtés d’une longueur 
invariable, serait assujetti à décrire une courbe fixe donnée. Au reste, 
quoiqu’on puisse assez facilement calculer le rapport des forces P, P', 
en supposant leurs points d’application situés sur une droite mobile 
et rigide, mais de longueur variable, le calcul est plus simple encoi’e 
quand on se borne à lier l’un à l’autre par une droite invariable, comme 
nous l’avions fait d’abord. 

Il pourrait arriver que les deux points A, A', assujettis à une seule 
liaison, ne pussent être juints l’un à l’autre par une droite invariable, 
sans devenir complètement immobiles. C’est ce qui aurait lieu, en 
effet, si les positions particulières des deux points étaient telles que 
leur distance mutuelle fût Un minimum. Il semble que, dans ce cas, 
le rapport des deux forces P, P' ne pourrait plus être fourni par la 
première des méthodes que nous venons d’indiquer. Toutefois, pour 
tirer parti de cette méthode même, il suffirait de placer les points A, 
A', non plus dans les positions correspondantes au minimum de leur 
distance mutuelle, mais dans d’autres positions très voisines, que l’on 
pourrait rapprocher indéfiniment des premières; ou bien encore d’al- 
térer très peu la liaison donnée et l’équation qui la représente, en 
ajoutant au premier membre de cette équation un terme que l’on 
pourrait rapprocher indéfiniment de zéro. Ce dernier artifice est pré- 
cisément celui qu’a employé M. Poinsot pour déduire des conditions 
d’équilibre du levier coudé les conditions d’équilibre du levier droit. 

Il est bon d’observer que plusieurs des considérations à l’aide des- 
quelles nous avons déterminé le rapport de deux forces, dont les 
points d application se trouvent assujettis à une liaison unique. 
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peuvent servir à démontrer immédiatement le principe des vitesses 
virtuelles pour divers points assujettis à diverses liaisons. 

Observons enfin que, dans' le cas où l’on recherche les équations 
d’équilibre, pour un système de points matériels assujettis, non plus 
à des liaisons mathématiques, mais à des liaisons physiques, on peut 
toujours remplacer ces liaisons par les résistances qu’elles opposent 
aux mouvements des divers points du système. Seulement, ces résis- 
tances se réduisent alors aux pressions exercées sur le système par les 
points matériels que l’on considère comme étrangers à ce système, et 
comme servant à former les diverses liaisons auxquelles il se trouve 
assujetti. 


Note relative à la pression totale supportée par une surface finie 
dans un corps solide ou fluide. 

Dans un article que renferme le Tome II de mes Exercices ('), j’ai 
observé que la pression exercée en un point donné d’un corps solide 
contre un élément de surface passant par ce point devait être généra- 
lement, non pas normale, mais oblique; et j’ai trouvé que cette pres- 
sion, variable, non seulement en direction, mais aussi en grandeur, 
avec le plan de l’élément, pouvait aisément se déduire de trois 
pressions principales respectivement normales à ti’ois plans perpen- 
diculaires entre eux. J’ai fait voir aussi que la pression exercée contre 
un plan quelconque, en un point donné, pouvait être facilement cal- 
culée quand on connaissait les pressions exercées contre trois plans 
rectangulaires menés à volonté par le même point. Enfin j’ai donné 
plus tard, dans le Tome III (^), les formules générales et très simples 
qui servent à exprimer les valeurs de ces pressions dans un système 
de molécules, non pas comme l’avait fait M. Poisson, en adoptant une 
hypothèse particulière qui reproduisait, avec des pressions toujours 
normales et les mêmes en tous sens, les équations de mouvement 

(1) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VII, p. 6o.et suiv. 

(2) OEuvres de Cauchy, S. Il, T, VIII, p. 253, et suiv. 
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données par M. Navier, mais en supposant que les molécules étaient 
distribuées d’une manière quelconque, et inégalement dans les divers 
sens, autour de chaque point. En établissant ces formules, j’avais 
admis, avec Poisson, que la pression exercée contre un élément de 
surface plane dans le système peut être considérée comme due, à 
très peu près, à l’action des molécules comprises dans un cylindre 
droit qui a pour base l’élément dont il s’agit. Mais il est plus exact de 
dire, avec M. de Saint-Venant, que, dans un système moléculaire, la 
pression exercée contre un élément de surface est la résultante des 
forces dont les directions traversent cet élément, et dont les centres 
sont situés d’un même côté par rapport au plan de l’élément. A la 
vérité, cette dernière définition, plus rigoureuse que la première, 
semble encore, ainsi que l’autre, laisser subsister un doute au premier 
abord. On est tenté de se demander si les forces diverses que l’on 
compose entre elles pour obtenir la pression, et que l’on peut regarder 
comme appliquées aux points où elles rencontrent la surface de l’élé- 
ment supposé rigide, ont effectivement une résultante unique. En 
toute rigueur, on devrait les remplacer généralement par une force et 
par un couple; mais., comme l’a encore observé M. de Saint-Venant, 
on peut faire abstraction du couple, quand l’élément de surface est 
très petit. On peut même s’assurer que, dans les cas où chaque dimen- 
sion de l’élément est considérée comme une quantité infiniment 
petite du premier ordre, la force résultante, sensiblement proportion- 
nelle à l’élément, est, comme celui-ci, une quantité du second ordre, 
et le moment du couple une quantité du quatrième ordre seulement. 
C’est ce que l’on reconnaît sans peine, en observant que, d’une part, 
l’intensité des forces du couple dépend des variations très petites 
qu’éprouvent les actions moléculaires dans une étendue comparable 
aux dimensions de l’élément, et que, d’autre part, les points d’appli- 
cation des forces du couple sont séparés l’un de l’autre par une 
distance inférieure à la plus grande de ces dimensions. Il en résulte 
que le couple disparaît toujours dans la valeur générale de ce qu’on 
doit appeler la pression supportée par une surface en un point donné. 
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D ailleurs, cette valeur générale est précisément celle que j’avais 
obtenue dans le Tome III de mes Exercices de Maxhématiques . 

Lorsque, dans un corps solide, on cherche la pression exercée, non 
plus contre une surface ou un élément de surface en un point donné, 
mais contre une surface plane ou courbe d’une étendue finie, le couple 
reparaît, sans qu’on puisse le négliger, du moins en général, et il 
donne précisément la mesure de ce qu’on nomme des forces d’èlasii- 
cite, de torsion, etc. On peut même faire, à ce sujet, une remarque qui 
n’est pas sans importance. Dans plusieurs formules que renferme la 
Mécanique analytique, Lagrange introduit ce qu’il appelle le moment 
d’une force d’élasticité, et, pour trouver ce moment, il multiplie la 
force par la difTérenticllc de l’angle qu’elle tend à diminuer. Il est 
clair que, pour obtenir le véritable sens des formules de Lagrange, on 
ne doit pas attribuer ici aux expressions qu’il a employées leur signi- 
fication ordinaire. Une force unique appliquée à un point unique, 
savoir, au sommet d’un angle, ne peut en aucune manière tendre à 
faire varier cet angle. Mais on peut produire cet effet, soit en fixant 
un dos côtés de cet angle, et appliquant à l’autre côté un couple de 
forces dont le plan soit celui de l’angle, soit en appliquant dans ce 
même plan doux couples différents aux deux côtés. Cela posé, les for- 
mules de Lagrange admettent une interprétation très précise, et qu’il 
paraît utile de signaler. Cette interprétation, que j’ai vainement cher- 
chée dans la Mécanique analytique, se déduit immédiatement du théo- 
rème que je vais énoncer : 

Si l’on applique aux deux extrémités d’une droite rigide deux forces 
composant un couple, la somme des moments virtuels de ces deux forces 
sera, au signe près, le produit qu’on obtient quand on multiplie le moment 
du couple par la vitesse virtuelle de la droite mobile, cette vitesse étant 
mesurée dans le plan du couple. 

En conséquence, dans la Mécanique analytique de Lagrange, par 
ces mots force d’élasticité tendant à diminuer un angle, on doit toujours 
entendre le moment d’un couple appliqué à l’un des côtés de cet 
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angle, c’est-à-dire la surface du parallélogramme construit sur les 
deux forces du couple. 

Pour arriver à l’équation de la courbe élastique, Lagrange a exa- 
miné en particulier le cas où l’angle que la force d’élasticité tend à 
diminuer devient infiniment petit. M. Binet a donné une interpréta- 
tion de la formule de -La*, range relative à ce cas, dans un Mémoire 
(Tome X du Journal de l'École Polytechnique') où il a considéré la force 
d’élasticité comme représentant la tension d’un fil rectiligne dont les 
extrémités sont fixées sur les deux côtés de l’angle à des distances 
égales et finies du sommet. 


294 . 


Mécanique. — Observations sur la pression que supporte un élément 
de surface plane dans un corps solide ou fluide. 

C. R., T. XXI, p. ia 5 (14 jaillel ï 845 ). 


On connaît les formules générales que j’ai données dans le Tome III 
des Exercices de Mathématiques (Sa® livraison, p. ai8) ('), pour la 
détermination des pressions exercées, dans un système de molécules 
ou plutôt de points matériels, contre trois plans rectangulaires 
menés par l’un de ces points (-). Ainsi que je l’ai observé dans une 


(M OEmres de Cauchy, S. II, T. VIÏI, p. 259. 

(2) Des formules équivalentes se trouvent à la page 376 d’un Mémoire publié par 
M. Poisson, dans le Tome VllI des Mémoires de V Académie des Sciences, et relatif au 
mouvement des corps élastiques. Si je n’ai pas mentionné ce fait dans l’article que ren- 
ferme le Compte rendu de la séance du 28 juin, cela tient à ce que, ayant écrit cet article 
à la campagne, je n’ai pu consulter que mes souvenirs. Il est bien vrai, comme je Fai dit, 
que les équations du mouvement des corps élastiques, déduites, dans le Mémoire do 
M. Poisson, de la considération des actions moléculaires, étaient précisément les équa- 
tions particulières qu’avait obtenues M. Navier. Mais, après avoir donné des valeurs 
générales des pressions, M. Poisson avait transformé deux sommations en intégrations, 
et particularisé ainsi ces valeurs avant de les substituer dans les équations de mouve- 
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Note lue à l’Académie le aS juin dernier, ces formules peuvent se 
déduire immédiateiuent de la définition qui consiste à regarder la 
pression supportée par un élément de surface plane comme la résul- 
tante des forces dont les directions ti’aversent cet élément, et dont les 
centres sont situés d’un même côté par rapport au plan de l’élément, 
c’est-à-dire, en d’autres termes, de la définition qui a été adoptée par 
i\f. de Saint-Venant, et même, avant lui, par M. Duhamel. Afin de ne 
pas trop allonger l’article qui a été imprimé dans le Compte rendu, 
je m’étais abstenu d’y insérer la démonstration nouvelle que j’avais 
trouvée pour les formules dont il s’agit, me réservant de la donner 
dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique. J’ai appris 
depuis que cette même démonstration, trouvée aussi par M. de Saint- 
Venant, sans que j’en eusse connaissance, avait été verbalement 
exposée par lui, dans une séance de la Société philomathique. Elle ne 
(lillerait pas d’ailleurs de celle que M. de Saint-Venant a présentée 
lundi dernier à l’Académie, ce qui me dispensera de la transcrire. 
Mais je veux aujourd’hui joindre à ces observations diverses une 
remarque importante. Les formules ci-dessus mentionnées four- 
nissent seulement des valeurs approximatives des pressions suppor- 
tées dans un corps solide ou fluide par des éléments de surfaces 
|)lan(‘.s. Or on peut obtenir, pour ces mêmes pressions, des valeurs 
beaucoup plus exactes, des valeurs dont l’exactitude serait rigou- 
reuse s’il était permis de considérer le corps solide ou fluide comme 
um^ masse continue. C’est ce que je vais expliquer en peu de mots. 


mont tirées dos formules que j’avais moi-môme établies (voir le Tome II des Exercices 
de Mathématiques) («) comme propres à fournir les retations qui existent, dans l’etat 
d’équilibre d’un corps solide ou Jluide, entre les pressions ou tensions et les forces accé- 
lératrices. J’ajouterai que la date de la présentation du Mémoire do M. Poisson, rappelée 
en tôle de ce Mémoire môme, est antérieure à l’époque à laquelle a paru la Sa® livraison 
des Exercices, quoique cette époque précède celle de la publication du Tome VIII des 
Mémoires de l'Académie. Je remarquerai enfin que, à la place do la densité, qui entre 
comme facteur dans les formules du Tome lïï des Exercices, on trouvait, dans les for- 
mules do M. Poisson, l’intervalle moléculaire moyen et que, dans son Mémoire, M. Poisson 
n’avait pas suffisamment défini cet intervalle moyen qu’il supposait être le même en tous 
sens. 


(<*) OEwres de Cauchy, S. Il, T, VU, p. 141. 



232 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Anaitse. 

Considérons un corps solide ou fluide comme une masse continue, 
dont les divers éléments se trouvent sollicités par des forces d’attrac- 
tion ou de répulsion mutuelle; et soient, au bout du temps t, 

X, y, Z les coordonnées rectangulaires d’un point O, choisi arbitrai- 
rement dans ce corps solide ou fluide; 

P la densité du corps au point 0; 

L, M, N trois points quelconques du plan mené par le point 0, per- 
pendiculairement à l’axe des x‘, 

s une très petite surface, comprise dans le plan LMN, et renfermant 
le point 0; 

V le volume du corps. 

Supposons d’ailleurs que les deux parties, dans lesquelles le 
volume V est divisé par le plan LMN, soient décomposées chacune 
en éléments très petits, et nommons 

e' l’un quelconque des éléments de V, situés par rapport au plan LMN 
du côté des x positives; 

V, l’un quelconque des éléments de V, situés par rapport au plan LMN 
du côté des a; négatives; 
m! la masse comprise sous le volume v'; 

la masse comprise sous le volume v, ; 

^ + x', J 4 - y', s 4- z' les coordonnées d’un point P compris dans le 
volume v'; 

a? — X, J — y,, .s — Z, les coordonnées d’un point Q compris dans le 
volume V, ; 

r la distance du point Q au point P; 

a, ê, Y les cosinus des angles formés par la droite QP avec les demi- 
axes des coordonnées positives; 

m'm, f(r) l’action mutuelle des masses élémentaires m' et m^, la fonc- 
tion f(7’) étant positive ou négative suivant que les deux masses 
s’attirent ou se repoussent. 
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Enfin, soient 

A, F, E, 

F, B, D, 

E, D, C 

les projections algébriques des pressions exercées au point O, et du 
côté des coordonnées positives, contre trois plans parallèles aux plans 
coordonnés. Les produits 

Asj Fs, Es 

devront représenter les somnaes des projections algébriques, non pas 
de toutes les actions de la forme 

m'm, 

exercées par les masses élémentaires m' sur les masses élémen- 
(aires m,, mais seulement de celles d’entre ces forces dont les direc- 
tions traverseront la surface élémentaires. D’ailleurs, les projections 
algébriques de la force 

m' m J f{r), 

considérée comme représentant l’action de m' sur m,, seront respec- 
tivement 

f(/') cosa, m'«!,f(r)cosS, m' m,ï{r) cmy. 

On aura donc 

As = Si[m'm, f(r)cosa]. 

Fs = f(r) cosS], 

S[m'OT, f(/') cosy], 

l(ïs sommes qu’indique le signe S s’étendant aux projections algé- 
briques des seules forces dont les directions traversent la surface s. 
Considérons en particulier l’équation 

(i) As = mfï(r) cosa], 

(d nommons p', p, les valeurs de la densité p correspondantes aux 
points P et Q. On aura, sans erreur sensible, 

m'=z p' P/ i’f 

3a 
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et, par suite, 

(2) S[p'p, f(/-) cosct. e'e,] ; 

puis, en supposant i^ue les éléments des volumes e', e, se réduisent à- 
deux parallélépipèdes rectangles, et infiniment petits, dont l’un ait 
pour sommet le point P, l’autre le point Q, on transformera l’équa- 
tion ( 2 ) en celle-ci 

( 3 ) As =: J Çj pi({r) cosacix' dy' d'/J dXidy^dz,, 

l’intégrale sextuple devant être étendue à toutes les valeurs des 
variables 

x', y', z', x„ y,„ Z, 

qui permettront à la droite PQ de traverser la surface s, en demeu- 
rant d’ailleurs comprises entre les limites inférieures 

x'=o, y' = — 00, z' = — 00, x,=:0, y, — —00, z, = — oc 

et les limites supérieures 

X^“00, y'rzzQo, z'zzzoo, X/=:oo, — 00, Z, moo, 

11 est vrai qu’en adoptant ces limites on semble supposer les dimen- 
sions du corps infinies, tandis qu’elles sont finies en réalité. Mais, 
pour tenir compte de cette dernière circonstance, il suffira de consi- 
dérer la densité p comme une fonction de x, y, z, qui s’évanouira 
toujours quand le point 0 cessera d’être un point intérieur du corps. 
Soit u(x, y, z) une telle fonction, et supposons que l’on ait 

( 4 ) p=zrz(x,y,s). 

On aura encore, dans la formule (3), 

(5) p' = ro(a;-Hx',7-f-y', s-t-z'), p,= ^{æ ~ x„ y — y„ s — z, ). 

Posons maintenant, pour plus de commodité, 

.( 6 ) ■ X-=:x'-!-X„ 


y = y'+y,. z — 
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seront évidemment les coordonnées de l’extrémité R d’une droite 
OR = r menée par le point O parallèlement à la droite QP; et, si dans 
le second membre de la formule (3) on substitue aux variables x,, 
y,, Z, les variables x, y, z, on aura, en vertu de l’équation (6), 

(7) ~ J‘S J J J J P*P' ^1') dy’ dz' d\ dy dz. 

On peut supposer, dans la formule (7), les intégrations effectuées : 
1" par rapport aux variables x, y, z entre les limites inférieures 


X = O, y = — 00, Z — — 00 

et les limites supérieures 


' X ~ 00, y zz: 00, Z =: 00 ; 


2” par rapport à la variable x' entre les limites 

x'=ro, \'=\; 


3" par rapport aux variables y' et z' entre des limites telles que la 
droite QP reste renfermée dans le cylindre droit ou oblique dont la 
surface s est la base, et dont la génératrice est parallèle à OR. Or, en 
adoptant côtte supposition, on aura, non seulement 

ffdy'dz' = s, 


mais encore, à très peu près, pour de très petites valeurs de s, 
( 8 ) 


X' 

X 


J 

y 


et, par suite, en prenant 
(9) 



on trouvera sensiblement 

(10) x' = 0x, y'=dy, z'=0z. 

Cela posé, pour de très petites valeurs de la formule (7) donnera 
sensiblement 


As = 



f ( /■ ) COS a clx dy dz 
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et, par suite, 

^00 ^90 ^00 

(ri) A" (Il ^ d/z, 

^ — 00 t/ — ao t/ — ao 


la valeur de O étant 

(la) 


^-f P'p,^x' 

•^0 

ou, ce qui revient au même, eu égard à la première des formules (lo). 


(i3) 


t2=: X 



^'p,dQ. 


Il est bon d’observer que, dans l’équation (i3), p' et p, seront des 
fonctions de 6 déterminées par le système des formules (5), jointes 
aux équations (6) et (lo); en sorte qu’on aura 


( ÿ' = rs{x y dy, Z + Qz), 

) p^ — is[x — {i-B)\,y — {i-d)y, z — {i~Q)z]. 


En d’autres termes, p' et p, devront, dans l’équation (i3), représenter 
là densité du corps en deux points G, H dont les coordonnées seront, 
d’une part, 

iT + Sx, y + By, z-\-Q-z, 

d’autre part. 


x — {\ — 0)\, y—{i — B)y, z — {i—B)z. 


D’ailleurs, ces deux points seront évidemment situés sur la droite OR, 
à la distance rl’un de l’autre, et à des distances du point 0 représen- 
tées par les produits 

Br, (i-9)r. 


la distance ôr étant mesurée, à partir du point 0, dans le sens des 
X positives, et la distance (i — ô)r dans le sens des x négatives. 

En adoptant les valeurs de p', p, déterminées par les équations (i4)- 
et posant, pour abréger. 
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on tirera de l’équation (i3) 

îî = wx, 

et par suite la formule (i i) donnera 


(16) 

J J c>osa dxdy dz. 

ün trouvera de même 

(>7) 

^ ta ^00 ^ 00 

F—j j j (ùxî{r) cos B dx dy dz 

C* l 

(18) 

/^00 

F z=z j 1 1 odxf (r) cos y dxdy dz. 

J{) c/— 00 d__ 00 


D’ailleurs la droite OR = r étant égale et parallèle à la droite QP, on 
aura nécessairement 

(*9) x2-l-y2H-z-=;-5 

et 

X V Z 

(?-0) COS«=:^; COSê = p> COSy=^' 

Donc les tormules (i6), (17), (18) donneront 

[A=rr 

1 Jq J ^ «3 *^—00 ^ 

(ai) |F=jr"y'"y’'(Bxyîi7*<'y*. 

L=rr r„xz!(p.ix,iy*. 

Enfin, comme on n’altérera pas le produit p'p, en y remplaçant 6 par 
r — 0, et en substituant aux quantités x, y, z les quantités ~ x, — y, 
— Z, on conclura de la formule (i5) que cette dernière substitution 
n’altère pas la valeur de w. Donc, par suite, on pourra, dans les for- 
mules (21), substituer au signe 

f. 
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le signe 



ou même le signe 



pourvu que, dans le dernier cas, on l’éduise chacun des seconds 
membres à sa moitié. On aura donc encore 

I -4 = i j' j' lip. dx dy dz, 

( 22 ) ] F = ^ P P P dx dy dz, 

E — ^ P P J" wxz dx dy dz,, 

pourvu que chaque intégration soit effectuée entre les limites — as et 
-+- 30 de la variable x, ou y, ou z. 

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on obtien- 
drait sans peine les valeurs de 


ou de 


F, B, D 
E, D, C, 


et l’on trouverait définitivement 

i PP f ùix- ^p^dxdydz, 
:( 23 ) \B=.\p P P u^fV^dxdydz, 

^ P P j' dxdy dz, 

^ — \P P P '^Y^p^dxdy dz, 

^~\PPP ’^^^'p'^^'^ydz, 
^—\P PP ^p-pdxdydz. 


( 24 ) 
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chaque intégration étant effectuée entre les limites -ce, de la 
variable x, y ou z. 

Si l’on suppose 1 espace décomposé en volumes élémentaires de 
dimensions très petites, et dont l’un quelconque, représenté par r, 
renferme le point R, les équations (aS), (24) pourront être, sans 
erreur sensible, réduites aux formules 



les sommes qu’indique le signe S s’étendant à tous les volumes élé- 
mentaires e qui renfermeront des points pour lesquels co ne s’éva- 
nouira pas. 

Adoptons maintenant l’hypothèse généralement admise, savoir, que 
les actions moléculaires décroissent très rapidement quand les molé- 
cules s’éloignent les unes des autres, et supposons ce décroissement 
assez rapide pour que, dans les formules ( 2 . 5 ), (26), on puisse, sans 
erreur sensible, réduire f(r) à zéro quand r cesse d’être très petit. 
Alors les limites inférieures et supérieures des variables x, y, z, liées 
à/’ par l’équation (19), pourront être réduites à des quantités néga- 
tives et positives, très rapprochées de zéro. Par suite, pour des valeurs 
de 0 comprises entre zéro et l’unité, les valeurs de p', p,, fournies par 
les équations (r4), différeront très peu de la valeur de p fournie par 
l’équation (4), et la formule (t 5 ) donnera sensiblement 

w = p^. 

Il y a plus : si l’on nomme m la masse comprise sous le volume e, on 
aura encore, à très peu près, 

m~p^, pm=:p®e— toc, 


et par suite les formules (aS), (26) donneront 



(28) 
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{]('s dernières formules coïncident avec celles que j’ai données dans 
Tome III des Exercices de Mathématiques ('), page 218. 


295 . 

Mémoire sur les secours que les sciences de calcul peuvent fournir ai 
sciences physiques ou même aux sciences morales, et sur l’accord i 
théories mathématiques et physiques avec la véritable philosophie. 


C. R., T. xxr, p. I34 (14 juillet 1.845). 

En rédigeant quelques articles qui paraîtront prochainement da 
mes Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique, je me suis 
conduit à un nouvel examen des notions et des principes qui serve 
de base à la Mécanique rationnelle. La lecture attentive d’un Mémoi 
publié dans le Journal des Savants, en 1837, par notre honorable co 
frère M. Chevreul, a été pour moi une autre occasion d’approfondir 
même sujet. L’avantage que présente la culture simultanée des divers 
branches des sciences mathématiques, physiques et naturelles, 
sein d’une même Académie, consiste précisément en ce que c 
sciences peuvent se prêter de mutuels secours, s’éclairer les unes ^ 
autres. Toutes les vérités sellent, s’enchaînent entre elles; et, comi 
le Mémoire de M. Chevreul se rapportait à des questions dont je 1 
suis moi-même occupé, notre confrère a bien voulu me témoigner 
désir que ces questions devinssent pour moi l’objet de méditatic 
nouvelles. Les conclusions auxquelles je suis parvenu s’accorde 
ainsi que je l’expliquerai plus tard, avec celles que notre confrèn 
énoncées à la fin de son Mémoire. D’ailleurs, les réflexions que n 
suggérées une étude sérieuse des faits rappelés dans ce Mémo 
paraissent propres, non seulement à intéresser les amis des scien( 


(^) OEuvres de Cauchy y S. II, T. YIII, p. 2Q0. 


EXTRAIT N» 295. 


241 


mathématiques, physiques, naturelles, et d’une saine philosophie, 
mais encore à dissiper les préventions soulevées dans quelques esprits 
contre certaines théories physiques et mathématiques. Pour ce double 
motif, mon travail sera, je l’espère, accueilli avec bienveillance par 
les membres de l’Académie. 

On a quelquefois accusé les géomètres et les physiciens de vouloir 
appliquer à la recherche de toutes les vérités les procédés du calcul 
et l’Analyse mathématique. Sans doute on ne doit rien exagérer; sans 
doute on peut abuser de tout, même des chiffres; mais il est juste 
aussi d’avouer que, dans un grand nombre de circonstances, la science 
des nombres et la méthode analytique peuvent nous aider à découvrir 
ou du moins à reconnaître la vérité. L’ordre admirable établi dans cet 
univers par l’Auteur de la nature est souvent étudié avec succès par 
le physicien ou le géomètre, qui se trouve saisi d’admiration au 
moment où il parvient, avec Newton, à soulever un coin du voile sous 
lequel se dérobaient à nos yeux des secrets qu’on avait crus impé- 
nétrables, et à remonter des phénomènes observés aux lois qui les 
régissent, .le sais que cet ordre peut être envisagé sous un triple point 
de vue, qu’on doit distinguer l’ordre physique, l’ordre intellectuel, 
l’ordre moral; mais, dans la recherche des vérités qui se rapportent 
à chacun de, ces trois ordres, les calculs et les nombres peuvent ne 
pas être sans utilité. Dans l’ordre physique, les sciences de calcul 
n’ont pas seulement pour but de compter les objets sensibles, d’en 
faire le dénombrement; le plus souvent elles servent à mesurer ces 
objets, ou plutôt leurs attributs, leurs qualités, et même leurs affec- 
tions diverses. La Géométrie mesure les dimensions des corps, leurs 
surfaces, leurs volumes; la Mécanique mesure leurs déplacements, 
leurs mouvements, leurs vitesses, les espaces qu ils parcourent, et le 
temps qu’ils emploient à les parcourir. Elle mesure même leurs ten- 
dances au mouvement, les pressions auxquelles ils sont soumis, et 
celles qu’ils exercent sur d’autres corps. Enfin la science des nombres, 
appliquée à l’ordre physique, sert à discuter les faits ainsi qu à les. 

lier entre eux, et devient souvent un puissant moyen de découverte, 

3i 
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II importe d’ajouter que, même dans l’ordre intellectuel, même dans 
l’ordre moral, les nombres peuvent quelquefois être employés avec 
avantage. Les causes qui contribuent à perfectionner l’intelligence de 
l’homme et à le rendre meilleur se manifestent par leurs effets. L’heu- 
reuse influence qu’exercent nécessairement sur les individus et sui 
la société des doctrines vraies, de bonnes lois, de sages institutions, 
ne se trouve pas seulement démontrée par le raisonnement et pai 
la logique, elle se démontre aussi- par l’expérience. Par conséquent, 
la Statistique offre un moyen en quelque sorte infaillible déjuger si 
une doctrine est vraie ou fausse, saine ou dépravée, si une institution 
est utile ou nuisible aux intérêts d’un peuple et à son bonheur. Il est 
peut-être à regretter que ce moyen ne soit pas plus souvent mis en 
oeuvre avec toute la rigueur qu’exige la solution des problèmes; il 
suffirait à jeter une grande lumière sur des vérités obscurcies par les 
passions; il suffirait à détruire bien des erreurs. 

Mais laissons, dans ce moment, reposer la Statistique dont nous 
pourrons, dans une autre circonstance, faire mieux comprendre l’im- 
portante mission, et revenons à la Mécanique. 

Ce qui caractérise surtout la Mécanique, ce qui la distingue plus 
nettement des autres sciences de calcul, c’est la notion de la force. 
Mais, qu’est-ce que la force? Est-ce un être, ou l’attribut d’un être? 
La force est-elle matérielle ou immatérielle? Si, comme on l’admet 
généralement, la force dirige et modifie le mouvement de la matière, 
ne serait-il pas absurde de croire qu’elle est matérielle; et, si elle est 
immatérielle, comment peut-on la mesurer, la calculer, la représenter 
par des nombres et par des chiffres? Enfin, les forces dont s’occupe 
la Mécanique sont-elles distinctes de celles que l’on considère dans 
les sciences physiques et naturelles, dans les sciences morales elles- 
mêmes? Sont-elles distinctes en particulier de celle qu’on nomme la 
force vitale? Toutes ces questions se rattachent et se lient intimemeni 
aux recherches consignées par M. Chevreul dans le savant Mémoire 
qui a pour titre : Considérations générales, et inductions relatives à la 
matière des êtres vivants. D’ailleurs, toutes ces questions paraissenl 
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d autant plus dignes d être étudiées et approfondies, non seulement 
par les amis d une saine et haute philosophie, mais encore par les 
géomètres, les chimistes et les physiciens, qu’une telle étude, en éclai- 
rant les bases sur lesquelles reposent plusieurs branches des sciences 
mathématiques, contribuera, d’une part, à rendre plus facile l’ensei- 
gnement de ces sciences, et, d’autre part, à détruire des objections 
spécieuses, élevées contre elles avec une apparence de raison. Des 
esprits timides et irréfléchis s’étonnent, se scandalisent peut-être de 
voir l’Analyse mathématique entreprendre de soumettre à ses calculs, 
non seulement les objets sensibles, non seulement la matière et ses 
attributs, mais aussi quelquefois ce qui paraît immatériel, et la force 
en particulier. On s’étonne surtout de voir les physiciens, les chimistes 
et les géomètres parler des attractions et répulsions qui représentent 
ce qu’on appelle les actions mutuelles de divers points. On demande 
s’il est possible d’admettre que des points matériels agissent à distance 
les uns des autres. On demande si la force n’est pas d’une nature évi- 
demment supérieure à celle de la matière dont elle dirige les mouve- 
ments; si, pour ce motif, la force ne doit pas être considérée comme 
l’expression d’une volonté, comme un produit, comme une émanation 
d(i rintclligcncc; et si attacher la force à une matière inerte, la clouer 
pour ainsi dire à un point matériel, ce n’est pas vouloir matérialiser 
en quelque sorte l’intelligence elle-même. On voit que je n’ai pas 
dissimulé l’objection. Je vais maintenant y répondre, ainsi qu’aux 
diverses questions précédemment énoncées. 

Pour éclaircir le sujet, je commencerai par rappeler la distinction 
déjà indiquée de l’ordre physique, de l’ordre intellectuel, de l’ordre 
moral. A ces trois ordres correspondent évidemment trois sortes de 
phénomènes, dans lesquels interviennent trois sortes de forces, les 
unes physiques, les autres intellectuelles ou morales. Les farces que 
je nommerai physiques sont celles qui, dans un système de points en 
repos, se manifestent par des pressions, par une tendance du système 
au mouvement, et qui, dans le cas où le système vient à se mouvoir, 
modifient sans cesse les vitesses acquises par les différents points. 
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Les forces intelleciuelles sont, par exemple, celles que Kepler a su 
appliquer à la démonstration des lois qui portent son nom, et Newton 
à la découverte du principe de la gravitation universelle. Enfin, les 
forces morales sont celles d’une jeune fille qui, née souvent au sein de 
l’opulence et dans un rang élevé, mais dévorée d’une ambition que 
la terre a peine à comprendre, embrasse volontairement la pauvreté 
pour devenir la servante des pauvres, et s’empresse d’échanger les 
fêtes, les honneurs, les plaisirs qui l’attendaient dans le monde, contre 
une vie obscure et pénible, contre une vie de labeur, de dévouement 
et de sacrifices. 

La distinction de l’ordre physique, de l’ordre intellectuel, de 
l’ordre moral est universellement admise. La distinction des forces 
physiques, intellectuelles et morales est tout aussi incontestable, et; ne 
sera certainement contestée, dans notre siècle, par aucun de ceux qui 
ont puissamment contribué aux progrès des sciences. Il est par trop 
évident qu’une pensée, un raisonnement, la découverte d’un théorème 
d’Analyse, ou de Calcul intégral, ne peut être le produit d’une combi- 
naison d’atomes, l’effet d’une pression, d’une force physique, l’effet 
de quelques actions et réactions moléculaires; et, aux yeux du vrai 
philosophe, aux yeux du vrai savant, vouloir faire de la pensée une 
sécrétion d’un organe matériel serait aussi peu raisonnable que de 
chercher combien il y a de mètres dans une heure, ou de grammes 
dans une minute. Tout ami sincère de la Science sont très bien qiui, 
dans l’intérêt de la vérité, comme dans l’intérêt des peuples, il im- 
porte de ne pas confondre l’ordre moral ou intellectuel avec l’ordre 
physique, l’intelligence avec la matière, l’homme avec la brute; de ne 
pas considérer les actions d’un être libre comme nécessaires, comme 
le résultat d’une aveugle et irrésistible fatalité. 

Un autre point, que la Science ne conteste pas assurément, c’est 
qu’il ne saurait y avoir d’effet sans cause, de lois sans législateur. 
Remonter des effets aux causes est précisément l’un des grands pro- 
blèmes dont la solution est quelquefois l’objet d’un calcul inventé par 
le génie de Pascal, du Calcul des probabilités. Demandez à ce calcul si 
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V Iliade et V Odyssée sont l’œuvre du hasard ou d’un grand poète; il 
n’hésitera pas à se prononcer en faveur de la dernière hypothèse. Le 
Calcul des probabilités, si on le consulte, attribuera toujours l’œuvre 
à un ouvrier; et même il proclamera cet ouvrier d’autant plus habile, 
d’autant plus intelligent, que l’œuvre sera plus parfaite. Donc, selon 
les principes mêmes du Calcul des probabilités, les savants de nos 
jours sont bien assurés de raisonner juste, lorsque, après avoir décou- 
vert quelques-unes de ces lois si belles, si générales, si fécondes, qui 
régissent le cours des astres et les vibrations des atomes, quelques- 
unes de ces lois qui suffisent pour maintenir l’haimionie de cet uni- 
vers et opérer sous nos yeux de si étonnants phénomènes, ils par- 
viennent à la conclusion qu’ont énoncée avant eux les Newton, les 
Fermât, les Euler, les Cuvier, les Haûy, les Ampère, et tirent, non 
seulement du spectacle que les mondes offrent à notre admiration, 
mais encore des conquêtes de la science, et en particulier des décou- 
vertes modernes, cette conséquence très légitime, que les merveilles 
de la nature sont l’œuvre d’une puissance, d’une sagesse, d’une intel- 
ligence infinie, d’un être auquel tous les autres doivent l’existence et 
la vie, d’un être duquel émane, par une transmission plus ou moins 
directe, plus ou moins immédiate, toute force, toute puissance phy- 
sique, intellectuelle ou morale. 

Ces prémisses étant posées, abordons le problème qu’il s’agissait de 
résoudre, et cherchons à deviner ce que c’est que la force, particu- 
lièrement la force physique, la seule dont s’occupe la Mécanique 
rationnelle. 

D’abord il est évident que la force physique n’est ni un être maté- 
riel, ni même un attribut essentiel de la matière. 

La force physique n’est point un être matériel. On ne saurait con- 
fondre une portion de matière, un point matériel, avec une force 
qu’on lui applique. 

La force physique n’est même pas un attribut essentiel de la ma- 
tière. Un des principes fondamentaux de la Mécanique rationnelle, 
c’est précisément que la matière est inerte et incapable par elle-même 
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de changer son état de repos ou de mouvement, c’est que, pour 
changer cet état, pour imprimer à un point matériel une vitesse qu’il 
n’avait pas, ou pour modifier, soit en grandeur, soit en direction, la 
vitesse acquise, il faut appliquer une force au point dont il s’agit. Mais 
on aurait pu laisser le point matériel dans son état primitif et l’aban- 
donner à son inertie. En d’autres termes, la force appliquée à ce point 
aurait pu ne pas l’être; elle ne saurait donc être considérée comme un 
attribut essentiel de ce même point. Un corps placé près de la surface 
de la Terre est attiré vers cette surface par la force de la pesanteur; 
mais cette pesanteur est si peu essentielle au corps qu’elle s’affaiblira 
et s’éteindra de plus en plus si le corps, s’éloignant de la surface de 
notre globe, est transporté d’abord à la distance qui nous sépare de la 
Lune, puis à des distances de plus en plus grandes. Aussi, dans le bel 
Ouvrage qui a pour titre Pkilo.’tophiæ naluralis Principia mathemalica 
(liber tertius, Regulœ philosophandi),^Q'fiion a-t-il dit expressément: 
Gravitatem corporibus essentialem esse minime ajfirmo. 

La force physique serait-elle un être spirituel, ou, du moins, un 
attribut essentiel d’un tel être? Avant de répondre à cette question, il 
sera convenable d’examiner les faits et de les appeler à notre aide. 

Nous rencontrons, dans la nature, des forces physiques qui ne 
dépendent pas de nous, et que l’on pourrait nommer permanentes, 
d’autres que nous créons en quelque sorte, qui naissent ou s’étei- 
gnent à notre gré. 

Un corps pesant est posé sur un plan horizontal; il tend à faire 
descendre ce plan : il exerce contre lui une certaine pression. Cette 
pression, dont la direction est déterminée et verticale, dont l’inten- 
sité, pareillement déterminée, dépend de la nature et du volume des 
corps, est précisément ce que nous appelons une force physique. 
Mais cette force physique ne dépend pas de nous. La pesanteur des 
corps à la surface de la Terre, la gravitation universelle, les forces 
électriques et magnétiques, les actions et réactions moléculaires 
sont des forces physiques permanentes, qui subsistent sans nous, et 
même malgré nous, que nous pouvons quelquefois mettre en oeuvre. 
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OU opposer les unes aux autres, mais qui sont indépendantes de notre 
volonté. 

Au contraire, les forces physiques, à l’aide desquelles nous impri- 
mons à notre propre corps, à nos pieds, à nos mains, tantôt un mou- 
vement déterminé, tantôt une simple tendance au mouvement, sont 
des forces qui, loin d’être permanentes comme la pesanteur et les 
actions moléculaires, naissent à l’instant où nous le voulons, subsis- 
tent tant que nous le voulons, et attendent nos ordres pour s’éteindre 
et disparaître entièrement. Il n’est pas en notre pouvoir d’anéantir la 
pression verticale que le poids de notre corps exerce contre le sol qui 
nous porte; mais nous pouvons faire naître à notre gré la pression 
horizontale qu’exerce notre main contre un obstacle qui nous barre le 
passage, et que nous chassons devant nous, contre un volet que nous 
fermons. Cette pression est une force physique dont nous disposons 
évidemment, et, dans la natation, dans la marche, dans la course, de 
telles forces s’empressent, pour ainsi dire, d’exécuter les ordres que 
dicte notre volonté. 

Ces forces physiques, si promptes à nous obéir, seraient-elles des 
êtres spirituels? Adopter cette idée, ce serait vouloir, sans aucune né- 
cessité, sans y être autorisé ni par l’observation, ni par la Science, ni 
par une saine philosophie, multiplier les êtres à l’infini. D’ailleurs, 
est-il possible de considérer comme un être véritable ce qui, suivant 
nos désirs, suivant nos caprices, naît ou s’évanouit, reparaît ou rentre 
dans le néant? 

Il y a plus : si l’être auquel obéit une force physique, ou celui dont 
elle nous semble émaner, est, non pas l’être souverain et indépen- 
dant, le seul être qui existe par lui-même, mais, au contraire, un être 
dépendant qui n’existe que par la volonté du Créateur, on ne saurait 
dire que cette force soit un attribut essentiel de cet être. Elle est seu- 
lement un don qu’il a reçu, mais qui pourrait cesser de lui appar- 
tenir. Nous-mêmes nous sentons que la force physique est à notre 
disposition dans l’état de santé, mais 'que nous pouvons la perdre, 
qu’elle peut nous être enlevée par la maladie» Nous sentons, pai con- 
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séquent, que cette force n’est pas notre puissance propre, un effet 
certain de notre nature; et c’est précisément parce que nous ne 
sommes pas la cause première d’une force physique dont nous dispo- 
sons à notre gré, que nous ne savons pas nous expliquer comment 
notre volonté peut la produire. Tout ce que nous pouvons constater, 
c’est que la force physique nous est prêtée, mais pour un temps 
seulement, mais dans une certaine mesure, et sous certaines condi- 
tions; et ce que nous pouvons affirmer encore, c’est que ces condi- 
tions sont très souvent des conditions physiques et matérielles. Les 
forces physiques dont chaque homme dispose se trouvent renfermées 
dans certaines limites qui dépendent de son organisation. Aux varia- 
tions que subira cette organisation dans le cours de la vie corres- 
pondront des variations très sensibles dans l’intensité de ces forces 
physiques. Cette intensité, faible dans l’enfance, croîtra dans l’ado- 
lescence et décroîtra dans la vieillesse, après avoir atteint sa valeur 
maximum dans l’âge mûr et à une époque de la vie qui sera variable 
avec les climats, avec les tempéraments, ou même avec les individus. 
Bien plus, que l’organisation éprouve une altération fortuite, qu’elle 
soit modifiée par un choc violent, ou qu’une congestion se forme au 
cerveau, et, à l’instant, les forces physiques disparaîtront, ou du 
moins elles seront considérablement diminuées. 

Nous avons parlé des forces physiques qui nous sont étrangères, 
qui agissent sous nos yeux, mais sans nous et hors de nous; puis de 
celles dont nous nous servons pour mettre notre propre corps en mou- 
vement, et dont nous disposons à notre gré. Il importe d’ajouter que, 
outre ces dernières, certaines forces physiques nous sont départies pour 
notre conservation, pour nos besoins, sans que nous puissions dis- 
poser d’elles. Ainsi, par exemple, les forces physiques appliquées à la 
digestion, à 1 assimilation, à la nutrition, sont évidemment des forces 
qui, étant indépendantes de nous, aussi bien que la pesanteur et les 
actions moléculaires, ne sont pas mises en oeuvre par notre volonté. 
D aileurs ces forces peuvent nous être enlevées, tout comme celles 
dont notre volonté dispose. Par conséquent, elles ne sont pas un attri- 
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but essentiel de nos organes ou de notre intelligence; elles ne vien- 
nent pas de nous. 

Que devons-nous conclure de ce qui précède? On ne saurait con- 
sidérer la force physique, ni comme un être matériel ou spirituel, ni 
comme un attribut essentiel de la matière ou d’aucune intelligence 
créée. Le seul être dont elle émane nécessairement est l’être néces- 
saire. Elle est une expression de sa volonté. Lorsque des corps de 
même nature, ou de natures diverses, sont placés en présence les uns 
des autres, lorsque ces corps se meuvent ou restent en repos, certains 
rapports s’établissent entre eux, certains phénomènes se reproduisent 
constamment suivant des lois invariables, et l’équilibre se constitue 
ou le mouvement s’exécute comme si ces lois créaient des causes per- 
manentes de repos ou de mouvement. Les forces physiques sont pré- 
cisément ces causes fictives auxquelles nous attribuons l’équilibre ou 
le mouvement des corps, sans avoir jamais à craindre de voir nos pré- 
visions contredites par l’expérience; ces causes secondaires qui exis- 
tent bien, si l’on veut, mais à la manière des lois, et pas autrement; 
ces causes qui tirent toute leur puissance, toute leur vertu des lois 
mêmes dont elles sont l’expression la plus simple, ou plutôt de la vo- 
lonté du législateur. 

Un exemple rendra ces notions générales plus claires et plus faciles 
à saisir. 

Pour expliquer un grand nombre de phénomènes, spécialement la 
chute des corps graves vers la Terre et les mouvements des corps 
célestes, il suffit d’admettre avec Newton que deux corps, placés l’un 
en présence de l’autre, tendent à se rapprocher. D’ailleurs, cette ten- 
dance à laquelle les corps obéissent autant qu’ils le peuvent est, pour 
ainsi dire, un fait constaté par l’expérience. Elle est constatée, dans 
l’état d’équilibre des corps, par des pressions analogues à celles qu’un 
corps pesant exerce contre un plan horizontal qui le soutient. Elle est 
constatée, dans l’état de mouvement, par l’altération de la vitesse. 
Considérons, pour fixer les idées, la Terre circulant autour du Soleil. 
Cette planète, parvenue à un point quelconque de son orbite, devrait, 
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en vertu de la vitesse acquise, se mouvoir indéfiniment en ligne droite; 
mais elle est ramenée à chaque instant vers le Soleil dont elle tend à 
se rapprocher, et cette tendance modifie sans cesse, en grandeur et 
en direction, la vitesse acquise, de maniéré à transformel la dioitc 
que la Terre aurait décrite en une ellipse dont le ceptre du Soleil 
occupe l’un des foyers. Comme le démontrent les faits et le calcul 
appuyé sur l’observation, la tendance de deux corps à un rapproche- 
ment mutuel est d’autant plus grande que les deux corps sont plus 
voisins l’un de l’autre, et varie en raison inverse du carré des dis- 
tances, mais en raison directe des masses. Elle constitue ce qu on 
appelle la loi ou la force de la gravitation universelle; et il est juste de 
reconnaître que ces deux noms lui conviennent, puisqu’elle est tout à 
la fois et l’expression la plus simple, le résumé d’une loi établie par 
le Créateur, et une puissance que cette loi confère, pour ainsi dire, à 
deux corps rais en présence l’un de l’autre, ou plutôt à deux points 
matériels. 

Ce que nous avons dit de la force de la gravitation peut se dire éga- 
lement de toute force physique. Une force physique appliquée à un 
corps, à un être matériel, est l’expression d’une loi établie par le 
Créateur; c’est, en quelque sorte, une propriété que cette loi confère 
à l’être matériel; c’est l’obligation qui est imposée à cet être d’obéir 
constamment et invariablement à la loi dont il s’agit. 

On parle quelquefois de la puissance destlois portées par des légis- 
lateurs humains et de l’influence de ces lois sur la société. Cotte 
influence est incontestable; mais elle s’exerce seulement sur des êtres 
libres. Ce que nous appelons le pouvoir des lois humaines a évidem- 
ment pour base l’acquiescement de notre volonté qui se soumet ou 
se conforme à celle des législateurs. Mais l’acquiescement de notre 
volonté n’est plus nécessaire à l’exécution des ‘lois portées par le 
Créateur pour la conservation du monde physique, A ces lois, obéis- 
sent sans le vouloir, et souvent sans le savoir, les êtres organisés et 
les êtres inorganiques, les animaux, les végétaux, les pierres elles- 
mêmes. Sans doute la matière est inintelligente; mais elle obéit, 
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sans le savoir, à une intelligence souveraine. Sans doute cette obéis- 
sance passive est pour nous un mystère; mais un mystère analogue 
se retrouve dans ce qu on appelle l’instinct chez les animaux, chez 
i homme lui-même. Cet instinct n’est-il pas l’obéissance passive par 
laquelle ils concourent, même sans le savoir, à l’exécution des lois 
établies par le souverain législateur? 

Il resterait maintenant à dire ce que c’est que la force vitale, ce que 
c’est que la vie. Mais, pour ne pas fatiguer l’attention de l’Académie, 
je l’enverrai l’examen de ces questions à un second Mémoire, et je ter- 
minerai celui-ci par quelques réflexions qui paraissent devoir inté- 
resser particulièrement les physiciens et les géomètres. 

La force de la pesanteur et les autres forces permanentes, attrac- 
tives ou répulsives, dont s’occupe la Mécanique rationnelle, sont géné- 
ralement des forces dont chacune exprime la tendance, de deux corps 
ou plutôt de deux points matériels à se rapprocher ou à s’éloigner l’un 
do l’autre. Une telle force doit être naturellement supposée propor- 
tionnelle à chacune des deux masses que l’on considère, et par con- 
séquent au produit de ces deux masses. Naturellement aussi elle doit 
être une fonction de la distance. Mais, outre les forces qui se mani- 
festent quand deux points matériels sont placés en présence l’un de 
l’autre, et que l’on pourrait appeler, pour cette raison, des actions 
binaires, ne devrait-on pas admettre, au moins dans certaines circon- 
stances, des actions lemaires, quaternaires, etc., dont chacune dépen- 
drait des positions relatives de trois, de quatre, etc. points placés en 
présence l’un de l’autre, et serait proportionnelle au produit des masses 
de ces divers points. Cette supposition paraît appuyée par l’analogie 
et semble même indiquée par plusieurs phénomènes. On sait que la 
combinaison de deux corps est souvent favorisée par la présence d’un 
troisième. Ainsi, par exemple, comme l’a observé M. Dcebereiner, le 
platine réduit en éponge facilite la combinaison de l’oxygène et de 
l’hydrogène. De plus, les expériences de M. Mitscherlich, en prou- 
vant que les forces moléculaires sont modifiées par la température, 
donnent lieu de croire qu’il faut considérer les molécules des corps 
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plutôt comme des systèmes d’atomes ou de points matériels, que 
comme des masses continues; et, dans la première de ces deux hypo- 
thèses, la cristallisation semble indiquer une tendance des atomes à 
se grouper entre eux de manière à constituer les sommets de certains 
polyèdres de formes déterminées. On ne voit mémo a priori rien qui 
empêche d’admettre des actions moléculaires dont les directions et 
les intensités dépendraient en partie des vitesses de poin ts matériels, 
ou au moins des directions de ces vitesses. C’est précisément ce qu’a 
fdit Ampère dans sa théorie des phénomènes électrodynamiques, et 
de Faction mutuelle de deux courants électriques. J’ajouterai ici une 
remarque qui me semble utile pour fixer la signification précise de ce 
qu’on appelle un courant électrique. Je crois, avec la plupart dos phy- 
siciens, que, dans un tel courant, ce qui se déplace et se propage avec 
une très grande vitesse, ce n’est pas le fluide électrique, mais plutôt 
un mouvement résultant de compositions et décompositions succes- 
sives de ce fluide, ou peut-être même un mouvement analogue aux 
vibrations sonores ou lumineuses de l’air ou du fluide éthéré. 

Les seules actions binaires dont la loi nous soit bien connue sont 
celles qui varient en raison inverse du carré de la distance. Si les 
actions ternaires, quaternaires, eto. étaient de l’ordre des rapports 
qu’on obtient en divisant l’unité par les cubes, ou les puissances (jua- 
trièmes, etc., des distances, ou même d’un ordre plus élevé, elles 
s’affaibliraient pour des distances considérables, de maniime à pouvoir 
être négligées vis-à-vis des actions binaires, ce qui expliquerait com- 
ment il arrive qu’alors la considération des actions binaires sullit à 
l’explication des phénomènes. 

Au reste, je ne propose ici les actions ternaires, quaternaires, etc. 
que comme une hypothèse à laquelle il pourrait être bon de recourir 
s’il était prouvé qu’en admettant seulement des actions binaires on 
ne peut parvenir à se rendre compte de tous les faits observés. 
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Géométrie. Mémoire sur de nouveaux théorèmes de Géométrie et, en 
particulier, sur le module de rotation d’un système de lignes droites 
menees par les divers points d'une directrice donnée. 

C. R., T. XXI, p. 273 (3o juillet i845). 

Les lésultats obtenus dans ce Mémoire seront développés dans les 
prochaines séances. 


297 . 

« 

Géométrie analytique. — Sur divers théorèmes de Géométrie analytique. 

C. R., T. XXI, p. 3o5 (4 août i845). 

On connaît l’élégant théorème de Géométrie analytique qui fournit 
le cosinus de l’angle compris entre deux droites dont les positions 
sont déterminées à l’aide des cosinus des angles que forment ces 
droites avec trois axes rectilignes et rectangulaires. Suivant ce théo- 
rème, si l’on multiplie l’un par l’autre les cosinus des deux angles 
que les deux droites forment avec un même axe, la somme des trois 
produits de cotte forme, correspondants aux trois axes, sera précisé- 
misnt le cosinus de l’angle compris entre les deux droites. Concevons 
maintenant que les trois axes donnés, cessant d’être rectangulaires, 
comprennent entre deux des angles quelconques, et au système de cés 
trois axes joignons un second système d’axes respectivement perpen- 
diculaires aux plans des trois premiers. Les axes primitifs seront eux- 
mêmes perpendiculaires aux plans formés par les nouveaux axes, et 
les deux systèmes d’axes seront ce que nous appellerons deux sys- 
tèmes d’axes conjugués. Nous dirons, en particulier, que l’un de ces 
axes, pris dans l’un des deux systèmes, a Tpowv conjugué celui des axes 
de l’autre système qui ne le coupe pas à angles droits. Gela posé, le 
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théorème rappelé ci-dessus, et relatif à un système d’axes rectangu- 
laires, se trouve évidemment compris dans un théorème général dont 
voici l’énoncé : 

Théorème. — Considérons, d’une part, deux droites quelconques , 
d'autre part, deux systèmes d’axes conjugués. Supposons d’ailleurs que, 
en attribuant à chaque droite et à chaque axe une direction déterminée, 
on multiplie l’ un par l’ autre les cosinus des angles que forme un axe du 
premier système avec la première droite, et l’axe conjugué du second 
tème avec la seconde droite, puis que l’on divise le produit ainsi obtenu 
par le cosinus de l'angle que ces deux axes conjugués comprennent entre 
eux. La somme des trois quotients de cette espèce , correspondants aux 
trois couples d’axes conjugués, sera précisément le cosinus de l’angle 
compris entre les deux droites données. 

Pour démontrer immédiatement ce théorème, il suffît do projeter la 
première droite sur la seconde, en observant que cette droite peut 
être considérée comme la diagonale d’un parallélépipède dont les 
arêtes seraient parallèles aux axes du second système. 

Il est bon d’observer qu’on peut échanger entre elles les deux 
droites données sans échange? entre eux les deux systèmes d’axes ; 
d’où il suit que le théorème énoncé fournit deux expressions diffé- 
rentes du cosinus de l’angle renfermé entre les deux droites. 

On pourrait aussi, au cosinus de l’angle que forme un axe du second 
système avec la seconde droite ou avec l’axe conjugué du premier 
système, substituer le sinus de l’angle que cette droite ou cet axe 
conjugué forme avec le plan des deux autres axes du second système. 
Toutefois, en opérant cette substitution, on devrait convenir de re- 
garder l’angle formé par une droite avec un plan tantôt comme posi- 
^tit, tantôt comme négatif, suivant que la direction de cette droite 
pourrait être représentée par une longueur mesurée à partir du plan 
donné, dun certain côté de ce même plan ou du côté opposé. On se 
trouverait ainsi ramené à une formule qui ne diffère pas au fond de 
celles qu ont proposées, pour la transformation des coordonnées 
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obliques, divers auteurs, et spécialement M. Français. On pourrait 
d’ailleurs, de ces dernières formules, revenir directement au théo- 
rème énoncé. Ainsi ce théorème peut être considéré à la rigueur 
comme implicitement renfermé dans des formules déjà connues. 
Observons néanmoins que les auteurs de ces formules les avaient éta- 
blies sans parler de la convention que nous avons indiquée, et qui 
nous paraît nécessaire pour dissiper toute incertitude sur le sens des 
notations adoptées. 

J’ajouterai ici une remarque qui, je crois, n’avait pas encore été 
faite, c’est que, du théorème particulier relatif au cas où les axes 
sont rectangulaires, on peut déduire, immédiatement et sans ligure, 
la formule que Lagrange a donnée pour base à la Trigonométrie sphé- 
rique. 

Enfin je joins à cette Note une formule dont je donnerai la démon- 
stration dans un autre article, et qui fait connaître une propriété 
remarquable de deux courbes quelconques tracées à volonté sur une 
surface courbe. 

Analyse. 

I I. — Sur quelques théorèmes de Géométrie analytique. 

Les énoncés de plusieurs des théorèmes fondamentaux de la Géo- 
métrie analytique se simplifient lorsqu’on a soin de distinguer les 
projections absolues d’un rayon vecteur, sur des axes coordonnés rec- 
tangulaires, des projections algébriques de ce même rayon vecteur, 
ainsi que je l’ai fait dans les préliminaires de mes Leçons sur les appli- 
cations du Calcul infinitésimal à la Géométrie. On peut même, avec 
avantage, étendre la distinction des projections absolues et des pro- 
jections algébriques au cas où le rayon vecteur est projeté sur des 
droites quelconques, les projections pouvant d’ailleurs être ou ortho- 
gonales ou obliques. .Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soient r, s deux longueurs mesurées sur deux droites distinctes, et 
dans des directions déterminées, savoir, la première entre deux 
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points donnés A et B, dans la direction AB; la seconde entre deux 
autres points C et D, dans la direction CD. Pour projeter la longueur r, 
et ses deux extrémités A, B, sur la droite CD, il suffira de mener, par 
les points A et B, deux plans parallèles à un plan fixe donné. Les 
points a et b, où ces deux plans rencontreraient la droite CD, seront 
précisément les projections des deux points A, B; et si l’on nomme p 
la distance qui sépare le point b, c’est-à-dire la projection du point B, 
du point a, c’est-à-dire de la projection du point A, cette distance p, 
mesurée dans la direction ab, sera précisément la/^/•q/ùci!i;b7^ orthogo- 
nale ou oblique de la longueur r, savoir, la projection orthogonale, 
si le plan fixe donné est perpendiculaire à la droite CD, et la projec- 
tion oblique dans le cas contraire. D’ailleurs les directions des lon- 
gueurs s, p, mesurées sur une même droite, la première dans le 
sens CD, la seconde dans le sens ab, seront nécessairement, ou une 
seule et même direction, ou deux directions opposées l’une à l’autre. 
Cela posé, la projection absolue p, prise dans le premier cas avec le 
signe -H, dans le second cas avec le signe —, sera précisément ce que 
nous appellerons la projection algébrique de la longueur r sur la direc- 
tion de la longueur s. 

Concevons maintenant que, en faisant usage de la notation généra- 
lement adoptée, on désigne par (r, s) l’angle aigu ou obtus que 
forment entre elles deux longueurs r, s, mesurées chacune dans une 
direction déterminée. Alors, en supposant les projections orthogo- 
nales, on aura évidemment 

p=:rcos(r, p). 

De plus, la projection algébrique de r, sur la direction de s, sera -i- p 
ou — p, suivant que la direction de p sera la direction même de s, ou 
la direction opposée; et, comme on aura, dans le premier cas, 

cos{r, p) — cos(r, 5 ), 

dans le second cas 

cos(;-, p) cos(r, s), 

il en résulte que la projection algébrique de r sur la direction de s 
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représentée, dans l’un et l’autre cas, par le produit 

/•cos(r, i). ‘ 

ipposons à présent que les projections, au lieu d’être orthogo- 
s, soient obliques, et, après avoir mené une droite perpendicu’ 
! au plan fixe, nommons t une longueur mesurée sur cette droite 
> une direction déterminée. Alors les projections absolues et 
le les projections algébriques des longueurs r et p, sur la direc- 
de t, seront évidemment égales entre elles. On aura donc 


)ar suite. 


P COs(p, () — r cos(r, i) 


p-—r 


cos(r, t) 
cos(p, t) 


)lus, pour obtenir la projection algébrique de la longueur r sur la 
ction de s, il suffira de prendre p avec le signe -f- ou avec le 
e —, suivant que la direction de p sera la direction de s ou la 
ction opposée; il suffira donc de remplacer, dans le second 
nbre de la formule (2), la quantité cos(p, t) par la quantité 
[s, t) égale, au signe près, à la première. Donc la projection algé- 
[ue de r sur la direction de s sera 


^ cos(/’, t) 
cos(.ç, t) 


opposons maintenant qu’un point mobile P passe de la position A 
position B, en parcourant, non plus la longueur r, mais les divers 
is U, V, w, . . . d’une portion de polygone qui Joigne le point A au 
it B, et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par 
louvement du pqint P. Soit d’ailleurs p la projection du point 
)ile P sur la droite CD, et nommons toujours a, b les projections 
)ectives des deux points A, B sur la même droite. Tandis que le 
it mobile P passera de la position A à la position B, en parcourant 
îessivement les diverses longueurs w, e, (p, . . ., le point mobile p 
sei’a de la position a à la position b, en parcourant successivement 

Œuvres de C. — S. I, t. IX. 33 
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sur la droite CD les projections des diverses longueurs u, v,w, et 
l’une quelconque de ces projections, celle de u par exemple, sera par- 
courue dans le sens indiqué par la direction du rayon vecteur p ou 
dans le sens opposé, suivant que la projection algébrique de la lon- 
gueur u sur la direction de p sera positive ou négative. Il en résulte 
que la longueur p, ou la projection algébrique de la longueur r sur la 
direction de p, sera équivalente à la somme des projections algé- 
briques des longueurs u,v,w, ... sur la même direction. Par suite 
aussi, puisque la direction de s est toujours, ou la direction même 
de p, ou la direction opposée, si l’on projette, d’une part, la lon- 
gueur r, d’autre part, les longueurs u, e, w, ... sur la direction de .v, 
on obtiendra une projection algébrique de r équivalente à la somm(‘ 

des projections algébriques de u, v,w, Donc, en supposant les 

projections orthogonales, on trouvera 

(4) rcQ%{r, s) = u cos(m, s) -f- (’COS(c, s) -h (t’cos(«’, s) -i- 

Ces prémisses étant établies, concevons que les positions des ditlé- 
rents points de l’espace soient rapportées à trois axes obliques qui 
partent d’un même point O. Nommons x, y, z trois longueurs portées 
sur les trois axes, et mesurées chacune, à partir du point O, dans uru' 
direction déterminée. Soient encore 

X, Y, Z 

trois longueurs mesurées, à partir du point O, sur trois axes respecti- 
vement perpendiculaires aux plans 

yz, zx, xy. 

Concevons, de plus, que l’on construise un parallélépipède dont la 
longueur r soit la diagonale, les trois arêtes u, v, w étant respective- 
ment parallèles aux axes sur lesquels se'mesuront les longueurs x, y, z, 
et attribuons à ces trois arêtes les directions indiquées par le mouve- 
ment d’un point qui passe, en parcourant ces mêmes arêtes, de l’ex- 
trémité A de la diagonale r à l’extrémité B. Enfin, projetons cette 
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diagonale et les trois arêtes sur la direction d’une longueur quel- 
conque s. On aura, en vertu de la formule ( 4 ), 

( 5 ) /■ COS( s) = U C0s(u, .9) -1- () cos ((’, 5) H- (fcostt»», s), 

ou, ce qui revient au même, 


( 6 ) 


cos ( .ç) — cos( a, s) -(- - cos ((’, s) -i cos («’, i). 


D’ailleurs, u étant précisément la projection absolue qu’on obtient 
pour la longueur r, quand on projette cette longueur sur l’axe de £f, 
à l’aide de plans parallèles au plan fixe desyz, on aura, en vertu de la 
formule (2), 


(7) 

par conséquent, 

( 8 ) 


“ cos(«, X)’ 


n cos(/', X) 

/■ cos(«, X )’ 


(d cette dernière formule continuera évidemment de subsister quand 
on y remplacera u par v, etX par Y, ou u par ne, etX par Z. Donc l’é- 
quation (G) donnera 


( 9 ) cos (/•,.?) 


cos(/', X) cos(«, .q cos(r, Y) cos(t’, s) cos(e, Z) cos((ï’, 
COS(«, X) COS((’, Y) COS((i:', Z) 


D’autre part, il est clair qu’on n’altérera pas le second membre de la 
formule (9) si l’on y remplace, séparément ou simultanément, u 
par X, e par y, w par z. En effet, la direction de u étant ou la direction 
de X ou la direction opposée, on aura, dans le premier cas, 

COS(iO s) =. cos(x, s), cos(««, X) = cos(x,X), 


dans le second cas, 

cos(«, 5) = — cos(x,«), cos(a,X)=— cos(x,X), 


cos(m, «) cos(x^^ 

cos(m, X) “ cos(x, X) 


et dans les deux cas. 
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Donc la formule (9) pourra être réduite à la suivante : 


, , , , cosf/-, X) cos(5, x) cos (r, Y) cos (i, y) cos(7’, Z) cos(s, z) 

(10) COS(r,s) = — vV " - -I f- xr' ■ - H vT 

^ v > 7 cos(x^X) cos(y, Y) cos(z, Z) 

Ajoutons que les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 

X, Y, Z 

étant, par hypothèse, perpendiculaires aux plans 


yz, zx, xy, 

les axes sur lesquels se mesurent les longueurs 

X, y, Z 

seront eux-mêmes perpendiculaires aux plans 

YZ, ZX, XY. 

Donc ces deux systèmes d’axes, que nous nommerons systèmes d'axes 
conjugués (l’axe sur lequel se mesure X étant le conjugué de l’axe sur 
lequel se mesure x, etc.), pourront être échangés entre eux dans la 
formule (10), et l’on aura encore 


(II) 


COS(/-, s) := 


cos(r, x) cos(5, X) 
cos(x, X) 


cos(r, y)cos(. 9 . Y) cos(/’, z) cos ( .9, Z) 
cos (y. Y) cos(z, Zl 


Chacune des formules (10), (ii) est une expression analytique du 
théorème fondamental énoncé dans le préambule du présent article. 

Si, en faisant coïncider le point A avec le point O, et les demi-axes 
des coordonnées positives avec les directions des longueurs 


on nomme 


y? 

y, - 


les coordonnées rectilignes du point A, rapportées à ces demi-axes, 
alors X sera précisément la projection algébrique du rayon vecteur r 
sur la direction de x, la projection étant effectuée à l’aide de plans 
parallèles au plan des yz, et perpendiculairement à X. Donc alors on 
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obtiendra x en remplaçant, dans l’expression (3), s par x, et t par X; 
en sorte qu’on aura 


(. 2 ) 


X) 

cos(x, X)' 

cos(r. Y) 
cos(y, Y)’ 

5 Z) 

cos(z, Z) 


On trouvera de même 


Alors aussi on pourra évidemment, dans la formule (5), remplacer 
les quantités u, v, w par les coordonnées x,y, z, qui seront respecti- 
vement égales, aux signes près, à ces memes quantités, pourvu que 
l’on remplace en même temps les trois angles 

{il, s), ((>,«), (Kf^S) 

par les angles 

(X, «). (y. 5). 


respectivement égaux aux trois premiers ou à leurs suppléments. On 
aura donc encore 


(>3) 


/• cos(r, s) — X cos(x, 5) H-y cos(y, «) + 5 cos(z, s). 


On peut immédiatement déduire des formules ( 12 ) et (i3) celles 
qui servent à la transformation des coordonnées obliques. En effet, 
soient 

X, y, - 

de nouvelles coordonnées du point B, relatives à de nouveaux axes 
rectilignes qui continuent de passer par le point O ; et supposons que, 
pour le nouveau système d’axes, les longueurs, précédemment repré- 
sentées par 


deviennent 


X, y, Z, X, Y, Z, 
X,) y,» X,, X,, Y,, Z,. 


Alors, en vertu des formules ( 12 ), on aura, par exemple. 


X. 


rcosjr, X,) ^ 
cosCx,, X,) ’ 


(•4) 
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et, d’ailleurs, la formule (i 3 ) donnera 

(l5) r COS(/-, X,) rrra; cos(x, X,) + y cos(y, X,) + 5 cos(z, X,). 

On trouvera donc 

, .rcos(x,X,)-4-jcos(y, X,)-+- 5 cos(z, X,) 

cos(x,X,) 

Quant aux valeurs de/,, s,, on les obtiendra en remplaçant X, par Ÿ; 
ou par Z, dans les deux termes de la fraction qui représente ici la 
valeur de a;,, et, de plus, x par y ou par z dans le dénominateur. 

Si les axes coordonnés deviennent rectangulaires, alors les axes 
sur lesquels se mesurent les longueurs x, y, z se confondront avec 
les axes sur lesquels se mesurent les longueurs X, Y, Z, et, par suite, 
les formules (lo), (12), (16) donneront simplement, comme on devait 
s’y attendre, 

( 17 ) cos(/', 5 )=:cos(/-, x) cos( 5 , x)-)-cos(r, y) cos(^, y ) -f- cos(/-, z) cos(.ç, z), 

( 18 ) a; = rcos(/-, x), / = /-costr, y), .s =r /• cos(/-, z), 

( 19 ) ai,= a> cos(x, x,) -)-/cos(y, x,) + scos(z, x,). 


§ II. — Sur la formule que Lagrange a donnée pour base 
à la Trigonométrie sphérique. 

Considérons un angle solide trièdre, dont les côtés soient pro- 
longés, à partir du sommet O, dans des directions déterminées OA, 
OB, OC. Nommons r, s, t trois longueurs mesurées à partir du point O 
dans ces mêmes directions, et représentons par 


les angles plans 
Enfin soient 


zx, b, c 

cc, B, y 


les angles dièdres opposés à ces angles plans. On pourra, comme 
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Lagrange l’a fait voir, déduire toute la Trigonométrie sphéiûque do 
la seule formule 

(1) cosa— cosi> cosc 4- sini> sine cosot. 

.T’ajoute que cette formule est comprise, comme cas particulier, dans 
celle qui sert à évaluer l’angle de deux droites dont les positions sont 
rapportées à un système d’axes rectangulaires, c’est-à-dire que la for- 
mule (i) est une conséquence immédiate de la formule (17) du § 1. 
C’est ce que je vais démontrer en peu de mots. 

Rapportons la position d’un point quelconque à trois axes rectan- 
gulaires menés par le point O, et prolongés chacun dans une direc- 
tion donnée. Supposons d’ailleurs que de ces trois axes rectangulaires 
le premier soit précisément celui sur lequel se mesure la longueur r, 
le deuxième étant situé dans le plan rs, et dirigé par rapport à r du 
même côté que la longueur s. Enfin, supposons le troisième axe 
dirigé par rapport au plan rs du même côté que la longueur t. Si, 
pour fixer les idées, on nomme deux longueurs mesurées sur le 
deuxième et sur le troisième axe dans les directions de ces mêmes 
axes, alors la formule (17) du § I, appliquée à la détermination de 
l’angle a compris entre les directions des longueurs s et t, donnera 

( 2 ) C0S(5, t) =r COS(.Ç, /') COS(^, /') 4- COS(^, .?,) COS(i, ) 4- COS(.?, l,) COS{t, C,). 

D’ailleurs, t, étant perpendiculaire au plan rs, et par conséquent à s, 
on aura 

(3) costs, «,) = O. 

De plus, 5, étant perpendiculaire à r, et dirigé par rapport à r du même 
côté que s, on aura 

( 4 ) cos(. 9 ,.ç,)=:sin(. 9 , r). 

Enfin, pour obtenir la projection algébrique de t sur la direction 
de 5, ou le produit tcos(t,^,), il suffira évidemment de pi’ojeter 
d’abord t sur le plan t, perpendiculaire à r, puis la projection 
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absolue t ainsi obtenue et déterminée par l’équation 

T nz sin(^, r) 

sur la direction de Donc la projection algébrique de t sur s, sera 

TSin(r,^,) = fsin(«, r) cos{t,s,), 

en sorte qu’on aura 

f sin( ï, f sin ( r ) cos (t, ^, ) 

et, par suite, 

cos ( s, } = sia ( ^, r ) cos (t, s,). 

Mais l’angle compris entx'e les longueurs t et 5,, mesurées per- 

pendiculairement à r, dans les deux plans rt, rs, et dirigées, par rap- 
port à r, la première du même côté que la longueur t, la seconde du 
même côté que la longueur s, sera précisément l’angle dièdre a, com- 
pris entre les deux plans rt, rs. On aura donc encore 


(5) cos = sin (;,/•) cos a. 

Si maintenant on substitue dans l’équation ( 2 ) les valeurs de 


C0s(j, C)> COS(i, .9,), COS(^, .9,), 

fournies par les équations (3), (4). (5), on obtiendra la formule 
(6) COS (s, t) = cos(«, r) cos(i, r) -t- sin(9, r) sin(f, r) cos a, 

c’est-à-dire l’équation (i). 


§ III. — Sur uue propriété remarquable de deux systèmes de lignes 
tracées sur une surface courbe. 

Supposons que la position d’un point mobile P, assujetti à rester 
sur une certaine surface courbe, soit déterminée à l’aide de deux 
coordonnées quelconques ou paramètres variables s, t. On pourra 
tracer sur ces surfaces : 1 ° un système de courbes dont chacune cor- 
responde à une valeur constante de ï ; 2 ® un système de courbes dont 
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chacune corresponde à une valeur constante de s. Cela posé, nom- 
mons 


ç l’arc d’une courbe appartenant au premier système, c’est-à-dire 
d’une courbe sur laquelle ^ seul varie; 
t: l’arc d’une courbe appartenant au second système, c’est-à-dire d’une 
courbe sur laquelle i seul varie; 

O l’angle formé en un point P de la surface par les arcs ç, t de deux 
courbes qui appartiennent, l’une au premier système, l’autre au 
second; 

Pj le rayon de courbure de l’arc ç, mesuré à partir du point P; 
pt le rayon de courbure de l’arc t, mesuré à partir du point P; 

P,, p,^ les rayons de courbure principaux de la surface au même point. 

Enfin nommons, pour abréger, 0j, les angles que forment, au 
point P, le rayon vecteur p, avec l’arc t, et le rayon vecteur p, avec 
l’arc s; puis désignons par (p,, p„) l’angle qui se trouve compris entre 
les rayons de courbure principaux p,, p„, et qui se réduit toujours à o 
ou à t:. On aura généralement 


COS0;, JJ cosg^ 

.,Df COS^ Ps pt COS(p„ p„ ) 

OsçDiT Rït Rj? P,P„ 


DjCosâ DiCosi? 


, /COS0,V /COS^deV COS0J COSS< 
î L / f _|_ 2 Î cos Ô 

\ / \ Pi J P* p^ 


cosS, COS0, ADsCoso /cos0( cosô., AD, cosc 

■ ^ H- 2 cos § — H- 2 ^ cos à 

Pî pl J J>iS V Pi Ps J D,T 


Dans un prochain article, j’établirai cette formule remarquable et 
d’autres du même genre, puis je montrerai diverses conséquences 
importantes de ces deux formules qui comprennent, comme cas par- 
ticuliers, des équations déjà connues. 
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298 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur divers théorèmes d’ Analyse 
et de Calcul intégral. 

C. R., T. XXI, p. 407 (18 août 1845). 

Les résultats auxquels je suis parvenu dans ce Mémoire devant être 
publiés dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique, je 
me bornerai à indiquer ici, en peu de mots, quelques-uns d’entre 
eux. 

§ ï. — Théorèmes divers Analyse. 

Soient 

^1) • î 

a^y b^y e^y , y 

• *1 • • î • »> 

^ny bfiy Cfiy . • • ) h fl 

des quantités représentées par n lettres diverses 

a, by Cy . . . , hy 

auxquelles on applique successivement les n indices 

ly *iyùy,. .y /ïy 

en sorte que le nombre total de ces quantités soit 
Soient, de plus, 

J'y • ' 

n autres quantités, et 

Uy Çy Wy . . . 

n fonctions linéaires x, y, z, . . ., déterminées par n équations de 
la forme 

a^x ■+■ b^y H- c^z -h . . . m: Uy 
Ut^x —j— b^y “H c^z — f- . . . m V y 
a^x -i- b^y -H c^z . . zn çvy 
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y, 


et d une nouvelle variable s soient déterminées par la formule 


U (> W 


jointe aux équations (i). En vertu de cette formule, s vérifiera géné- 
ralement une certaine équation de condition 

F(^) = o, 

dont le degré sera n, et dont le premier membre sera ce que devient 
la fonction alternée 

(4) S(± «lijCs . . ./i„) 

quand on y suppose chacune des n quantités 

diminuée de la variable s, c’est-à-dire quand on y remplace a, par 
a, — s, puis h., par b., — s, . . ., puis, enfin, par — s. Il en résulte 
que l’expression (4) sera précisément égale au produit des n racines 
de l’équation (3). 

Il est bon d’observer que, pour obtenir l’équation (3), il suffit 
généralement d’éliminer x, y, z, ... de la formule ( 2 ), en tenant 
compte des équations (i). A la vérité, dans certains cas particuliers, 
l’élimination, effectuée d’une certaine manière, abaisserait le degré 
de l’équation (3) au-dessous du nombre n. Mais on retrouverait alors 
l’équation complète du degré n, en commençant par éliminer x, y, 
Z, ... des équations 




~ — 


substituées à la formule ( 2 ), et en posant ensuite dans l’équation 
résultante s, s, = s, ..., après avoir réduit le premier membre de 
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cette équation à une fonction linéaire de chacune des quantités s, s^, 
5 , , . . en faisant disparaître, au besoin, les dénominateurs. 
Concevons maintenant que, à la place des variables 

on considère quantités nouvelles 

« 1 . Il, 

^ 2 ) ^25 -^ 2 » 

fZy 

• * ) • * 1 • • 5 

qui se trouvent représentées à l’aide des indices 

1 , 2, 3, . . . , /l, 

successivement appliqués à ces variables ; et désignons encore par 



ou par 
ou par 


Uu 



Uny 

^2, 

(P2, 

IH, 

^'Zy 



les valeurs qu’on obtiendra pour 

U, w, .... 

en appliquant aux lettres 

X, y, Z, ... 

l’indice i, ou l’indice 2 , ou l’indice 3, Enfin, supposons que, 

n variables nouvelles étant représentées par 

a, 6, y, . . . , 

on assujettisse ces dernières variables et la variable s à vérifier, non 
plus la formule ( 2 ), mais la suivante 

oc -4- Wj ê -f- Uj y +. .. r, oc + 0 -j- ç^y H-. , . cv, oc + 6 -4- w^y -H. . . 


( 6 ) 


a 


7 



L’équation 

(7) 
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S — O, 

produite par l’élimination de a, p, y, , . aura pour premier membre 
s ce que devient la fonction alternée 

(S) S(± jiiVîWj . . .) 

quand on y suppose chacune des n quantités 


«1» t’s» ... 

diminuée de la variable s; et le produit des n racines de cette équa- 
tion sera précisément la fonction (8). 

Mais, d’autre part, si l’on pose, pour abréger, 

CCO(/ 1 “1— y *^3 

«7i + y/s H- • • • = 

(5c 3( -|- 6 5j -t- y Sj -t- . . . = 50, 

» 

la formule (6) deviendra 

(7 J pX, -~t“ "4- Cl 5b —f— ... ^ cZj (•%* H- “4“ c, 5b —4- . . . cîj A? -4- -i- -t— .. . 

a § y 

Posons maintenant 

( 11 ) Æ) =r S(±ai 62 C 3 . . . 

et nommons 


A I, 

A 29 

^3> 

• • , ^ny 


^%9 

^3> 

-y 

* * * > 

• • • 9 

•• •> 

. . . , . . • , 

yy„ 



.... 


les coefficients respectifs des quantités 

^H9 

bif b^f bz^ • • M 
. , , . . ) . . , • • • » • * > 
A2J • • •> ^119 
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dans le second membre de la formule (12). On aura dès lors, identi- 
quement, 

1 .4| «1 4 - -t- . . . 4 - An(l„~ ®, . . . , HiCli 4- ... -h O, 

j .4j Ôi 4- ^2^2 4- . . .4- 6„=:: O, ..., è, 4- //j ^2 4- . • . 4- Ar„fe„ = O, 

M 'J’ 

[ Ai/li ~h Ai/l^-h . ■ AnA„= O, ..., H — ®' 

et par suite on tirera de la formule (lo) 

(D^-> ~ et -î- ji4.2^ h~ ^3 y "4^ • • • )> 

— s{Bi et B 2 ê -+- B^ y -h . . . ) , 

6c) 5o — s(^Oi et H— ^ "i~ ^3 y "4~ . . . ) , 


Or, si l’on élimine a, ê, y, ... de ces dernières formules, jointes aux 
équations (9), on trouvera * 

(14) S[± {CQa;i — sAi) {Qji — sB^) {Qs^— sC,) . . .] = o. 

L’équation (i 4 ) devant se confondre avec l’équation (7), les coeffi- 
cients des puissances semblables de s, dans ces deux équations, 
devront être proportionnels entre eux. On obtiendra ainsi diverses 
formules dignes de remarque. Si, en particulier, on compare entre 
eux les coefficients des puissances extrêmes, on trouvera 

(15) S(± • •) =^S(±:ariy2Æ3. . .), 



la valeur de SK. étant 
(16) 





5 (±: ^ 1.^2 Cz 




D’ailleurs comme, en supposant les quantités 


^3» •••? yi9 yzf •••> -^29 -^39 


toutes réduites à zéro à l’exception de 



et prenant d’ailleurs 
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^■i=72=-S3=..— I, 

on réduira le système des quantités 

-»î, ^3, •••, /i, yi, /3, Sj, Zi, Zi,' ... 

au système des quantités 

«1, «2, «3, bi, bi, bi, ..., Cl, Cj, C3, 

la formule (i5) donnera encore 

(' 7 ) a,Ô 2<^3 • • •) = (î). 

Donc on tirera des formules (i5) et ( 16 ) 

(<8) S (± Uii’iWi . . .)~s{± a^biCi . . .) s{± Xj fiZ^ . . .) 

et 

(19) S(±yli 35 jC 3 ...)=:®”-’. 

Les équations (i 8 ), ( 19 ) étaient déjà connues, et font partie de celles 
que j’ai données, il y a longtemps, dans le Journal de l’École Polytech- 
nique. Mais la méthode que nous venons de suivre pour y parvenir, et 
à l’aide de laquelle on peut aussi établir directement d’autres for- 
mules du même genre, nous a paru ne pas être sans intérêt. 

§ IL — Théorèmes de Calcul intégral. 

Considérons une intégrale multiple de la forme 
(i) JJ' j . . .\idx dy dz . . ., 

le nombre des variables x, y, z, ... étant égal à n, et supposons que 
l’on substitue aux variables x,y, z, ... d’autres variables u,v,w, ..., 
liées aux premières par n équations données. Alors, en adoptant la 
méthode suivie par Lagrange, pour le cas de trois variables, dans les 
Mémoires de V Académie de Berlin de 1773 , on trouvera 

JJJ...kdxdydz ...— JJJ‘. . .khdudf’ dw . . ., 


(2) 
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A étant la valeur numérique de la fonction différentielle alternée 


S(±D„:rD^_yD^Æ...). 


D’ailleurs, en vertu des principes établis dans le § 1, cette valeur nu- 
mérique sera précisément le produit des n racines de l’équation 

( 3 ) 3 :=: O, 

qu’on obtient en éliminant les différentielles 


de la formule 
(4) 


du^ dvy dw^ 

dx dy dz 

~dü'~dv"~dw ^ 


jointe aux équations qui expriment dx^ dy, dz, ... en fonctions 
linéaires de du, dç, dw, — De cette remarque on déduit immé- 
diatement la proposition suivante : 

Théorème. — Etant donnée une intégrale multiple relative à n variables 
x,y, Z, . . . , si Von veut à ces variables en substituer d'autres 


U, V, w, . . . , 

liées aux premières, directement ou indirectement, par des équations don- 
nées, et trouver le coefficient par lequel on doit alors multiplier la fonction 
sous le signe J", il suffira de former V équation en s, et du degré n, à 
laquelle on parvient quand on élimine toutes les différentielles de la for- 
mule (4), puis de prendre, pour le coefficient cherché, le produit des 
n racines de cette équation, ou plutôt la valeur numérique de ce produit. 

Cette proposition fournit une règle d'autant plus commode dans la 
pratique qu’elle s’applique au cas même où les variables x, y, z, .. . 


dx 

{}) On ne doit pas confondre ou le rapport de la différentielle totale de 41; à la dif- 


férentielle du U, avec la dérivée 


= 


duX 
du ’ 


qui est le rapport de la différentielle partielle du,xk du. 
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seraient des fonctions implicites des variables nouvelles u, e, w, . . 
les unes étant liées aux autres par des équations quelconques, qui 
pourraient même renfermer des variables auxiliaires. Il suffira, dans 
tous les cas, d’éliminer toutes les différentielles. D’ailleurs, si l’éli- 
mination effectuée d’une certaine manière abaissait le degré n de 
l’équation (3), il suffirait, pour faire disparaître cet inconvénient, 
de recourir à l’artifice de calcul indiqué dans le § I. 

II importe d’observer que, dans le cas où les racines de l’équa- 
tion (3) sont toutes réelles, le tliéorème énoncé peut être démontré 
directement avec la plus grande facilité, et presque sans calcul. 

Remarquons encore qu’à l’équation (3) on pourrait sans inconvé- 
nient substituer la formule 


(5) 


± il -, . .-.ç 

du d(’ dw 


en fixant arbitrairement le signe qui précède chaque rapport. 

Appliquons en particulier le théorème énoncé au cas où il s’agit do 
remplacer les «.variables 

.:r, y, Z, ... 


par d’autres variables 



liées aux premières par des équations de la forme 

( 6 ) x — rii, y = ri’, z — rw, ..., 

la quantité u étant elle-même une fonction de u, v, w, ... , déterminée 
par l’équation 

(7) f(«, H', ...)r=I. 

Alors, en posant, pour abréger, 

(8) • 0=:f(w, t>, «^ ...), 


on trouvera 
(9) 


±: A 


-h V I)p0 -f* -h . . . 

1)70 
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27i. 

Si 0 se réduit à une fonction de u, e, . homogène et du pre- 
mier degi’é, on aura simplement 

f I O ’i A ~ /*” — * — — — • 

La transformation que nous venons d’indiquer est surtout utile 
dans le cas où il s’agit de transformer une intégrale 

J f j .. .'kdx dy ds , 

étendue à toutes les valeurs de x, y, z-, ... qui vérifient la condition 

(II) {{iv,y, Z, . . .)ie, 

0 désignant une constante quelconque. Alors, en effet, dans l’inté- 
grale transformée, l’intégration relative à la variable rpeut être sup- 
posée effectuée entre les limites constantes 

(i 2) /• = O, r — 9. 

Lorsque la fonction f(M, e, ny, . . .) se réduit à la somme 

on peut à la transformation précédente faire succéder la transfor- 
mation connue qui permet de remplacer, dans le cas de deux ou de 
trois variables, des coordonnées rectangulaires par des coordonnées 
polaires. Alors aussi, en supposant : i° que k dépende de deux fonc- 
tions de X, y, Z, . . . , entières et homogènes, l’une du premier, l’autre 
du second degré; 2“ que l’intégrale (i) s’étende à toutes les valeurs 
réelles, positives ou négatives, de a;, j, s, ..., on pourra réduire 
cette intégrale à une intégrale double, en suivant la marche que j’ai 
tracée, pour le cas de trois variables, dans la 49® livraison des Exer- 
cices de Mathématiques ('). Il y a plus : l’intégrale (i), dans l’hypo- 
thèse admise, pourra être réduite à une intégrale" simple, si k est le 
produit de deux facteurs dont l’un dépende uniquement du rapport 


(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IX, p. SyS et suiv. 
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qui existe entre la première fonction homogène et la racine carrée de 
la seconde, l’autre facteur étant une exponentielle dont l’exposant 
soit proportionnel à cette racine carrée. 


299. 

(jri'.OMK rPvU'.. — Rcipporl sur un Mémoire de M. Ossian Bonnet, conceriicini 
(juelques propriétés générales des surfaces et des lignes tracées sur les 
surfaces. 

G. R., T. XXÏ, p. 564 septembre 1845 ). 

L’Académie nous a chargés, MM. Poncelet, Lamé et moi, de lui 
rendre compte d’un Mémoire qui lui a été présenté par M. Ossian 
Bonnet et qui se rapporte à des propriétés générales des surfaces 
courbes et des lignes tracées sur ces surfaces. Dans ce Mémoire, l’au- 
t(Uir ne se borne pas à donner des démonstrations nouvelles, etgéné- 
rah'raent très simples, de diverses propositions et formules relatives 
à la théorie des sui'facos courbes, et en particulier des propositions 
(jue M. Gauss a établies dans le beau Mémoire intitulé : Disquisitiones 
generales circa superficies curvas. Mais les méthodes auxquelles 
M. Bonmd a eu recours, en s’appuyant principalement sur des consi- 
dérations géométriques, jointes à l’emploi des infiniment petits, 
l’ont conduit encore à des propositions et à des formules qui n’étaient 
pas connues. 

Nous avons vérifié une grande partie des formules nouvelles obte- 
muïs par M. Bonnet, et nous en avons constaté l’exactitude. Nous 
avons surtout remarqué celles qui sont relatives à deux systèmes de 
lignes orthogonales, tracées sur une surface courbe. Lorsque ces 
lignes se réduisent aux lignes de courbure, les formules établies par 
M. Bonnet se confondent en partie avec celles qui ont été données 
par divers auteurs, spécialement par M. Lamé et par M. Bertrand. 
Mais, lorsque la condition énoncée cesse d’être remplie, alors, pour 



276 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

retrouver des formules qui offrent quelque analogie avec celles qui 
étaient déjà connues, il convient d’introduire dans le calcul, ainsi que 
l’a fait M. Bonnet, un nouvel élément, savoir, l’angle que forme le plan 
osculateur de chaque courbe avec le plan tangent à la surface, ou, ce 
qui revient au même, l’angle que forme, en un point donné de la sur- 
face, le rayon de courbure d’une courbe appartenant à l’un des sys- 
tèmes donnés avec la tangente de la courbe qui appartient à l’autre 
système. Au reste, on peut s’assurer, comme l’a fait le rapporteur, 
que les formules ainsi établies par M. Bonnet sont comprises elles- 
mêmes, comme cas particuliers, dans d’autres formules plus géné- 
rales, relatives à deux systèmes quelconques de lignes tracées sur une 
surface courbe, et formant entre elles, en chaque point, un certain 
angle qui peut être à volonté ou aigu, ou obtus, ou même variable 
suivant une loi quelconque d’un point à un autre. 

Parmi les propositions déjà connues que M. Bonnet a retrouvées et 
démontrées fort simplement à l’aide de ses méthodes, on doit remar- 
quer le beau théorème de M. Gauss, relatif à la transformation dos 
surfaces. Suivant ce théorème, pour qu’une surface puisse s’appliquer 
sur une autre sans déchirure ni duplicature, il est nécessaire que les 
points do ces surfaces se correspondent deux à deux, de telle sorti' 
que la courbure de la première surface, c’est-à-dire la moyenne géo- 
métrique entre ses deux courbures principales, soit, en un point quel- 
conque, équivalente à la courbure de la seconde surface dans le point 
correspondant. En démontrant ce théorème et la proposition réci- 
proque, M. Bonnet a donné aussi le caractère analytique qui distingue 
deux lignes correspondantes tracées sur les deux surfaces courbes. 
Nous ferons d’ailleurs, au sujet du théorème dont il s’agit, une obser- 
vation qui no pourra manquer d’intéresser l’Académie, car elle a pour 
objet une remarque inédite de Lagrange. S’il est souvent possible de 
transformer, comme on vient de le dire, une surface donnée sans 
déchirure ni duplicature, on peut affirmer que le problème deviendra 
insoluble, toutes les fois que la surface, étant convexe et fermée, 
devra rester telle après la transformation. Cette dernière proposition 
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(^st une conséquence immédiate de la démonstration que Tun de nous 
a donnée du théorème d’Euclide, dans un Mémoire dont la date 
remonte a Tannée i 8 t 2. Lagrange, en accueillant ce Mémoire avec 
l)ienvcillance, voulut bien indiquer dès lors a Fauteur la conséquence 
que nous venons de rappeler. 

On doit remarquer encore, dans le Mémoire deM. Bonnet, la déter- 
mination générale de ce que M. Gauss avait nommé la valeur sphérique 
(Tune air(‘ tracée sur une surface courbe. M. Bonnet a donné, à ce 
sujet, une iormule qui s’applique au cas où le contour dans lequel 
Tain' se trouve comprise est une ligne quelconque, et non pas seule- 
ment, comme la formule de M. Gauss, au cas où le contour se compose 
de ligri(',s dont le plnn osculateur est en chaque point normal à la sur- 
l'ac(' donnée. 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire deM. Bonnet 
(‘st digjie (Tctre approuvé par l’Académie et inséré dans le Recueil des 
Scminls élrangers. 


300 . 

Anai.ysc matiikmatïqiîc. ™ Sur le nombre des valeurs égales ou inégales 
que peal acquérir une fonclion de n variables indépendantes , quand 
on pennule ces variables entre elles d' une manière quelconque. 

C. n., T. XXI, p. 59:1 (i5 septembre i843j. 

.I(! m’ôtais déjà occupô, il y a plus de trente années ('), de la théorie 
d(\s [xjrmutations, particulièrement du nombre des valeurs que les 
Ibnctions peuvent acquérir; et dernièrement, comme je l’expliquerai 
plus en détail dans une prochaine séance, M. Bertrand a joint quelques 
nouv(îaux théorèmes a ceux qu’on avait précédemment établis, a ceux 
que j’avais moi-même obtenus. Mais à la proposition de Lagrange, 

(^) CEuvres' de Cauchy, S. II, T. L 

Voir lo Journal de V Ecole P oly technique ^ XVIF Gabier, p. t. 
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suivant laquelle le nombre des valeurs d’une fonction de n lettres est 
toujours un diviseur du produit 1.2. 3 ... 72 , on avait jusqu’ici ajouté 
presque uniquement des théorèmes concernant l’impossibilité d’ob- 
tenir des fonctions qui offrent un certain nombre de valeurs. Dans un 
nouveau travail, j’ai attaqué directement les deux questions qui con- 
sistent à savoir : 1° quels sont les nombres de valeurs que peut 
acquérir une fonction de n lettres; 2“ comment on peut effectivement 
former des fonctions pour lesquelles les nombres de valeurs distinctes 
soient les nombres trouvés. Mes recherches sur cet objet m’ont d’ail- 
leurs conduit à des formules nouvelles relatives à la théorie des suites, 
et qui ne sont pas sans intérêt. Je me propose de publier, dans les 
Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique ('), les résultats de 
mon travail avec tous les développements qui me paraîtront utiles; je 
demanderai seulement à l’Académie la permission d’en insérer des 
extraits dans le Compte rendu, en indiquant quelques-unes des propo- 
sitions les plus remarquables auxquelles je suis parvenu. 


Analyse. 

§ I. — Considérations générales. 

Soit O une fonction de n variables 

•^5 y '> * • • • 

Ces variables pourront être censées occuper, dans la fonction, des 
places déterminées; et, si on les déplace, en substituant les unes aux 
autres, la fonction O prendra successivement diverses valeurs 

£î', 

dont l’une quelconque ù' pourra être ou égale à iî, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables x,y,z, ... supposées indépendantes, 
ou généralement distincte de la valeur primitive ù, à laquelle elle ne 


(>) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. XIII. 
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deviendra égale que pour certaines valeurs particulières de oc, y, 
propres à vérifier l’équation 

a’szQ,. 


Dans ce qui suit, je m’occuperai uniquement des propriétés dont 
les fonctions jouissent, en raison de leur forme, et non pas en raison 
des systèmes de valeurs que les variables peuvent acquérir. En consé- 
quence, quand il sera question des valeurs égales entre elles que la 
fonction O peut acquérir quand on déplace les variables x, y, z, . 
il faudra toujours se souvenir que ces valeurs sont celles qui restent 
égales, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x, y, 
Z, Ainsi, par exemple, si l’on a 

Q — X + y, 

les deux valeurs que pourra prendre la fonction Q, quand on dépla- 
cera les deux variables, savoir 


X + y cl / -+- X, 

seront égales entre elles, quelles que soient d’ailleurs les valeurs attri- 
buées à X et h y. Mais si l’on avait 

£2 — a; -H 3/, 

les deux valeurs de la fonction, savoir 


x-\-2y et y-\-'ix, 

seraient deux valeurs qu’on ne pourrait plus appeler 
égales, attendu qu’elles seraient le plus souventinégales, et ne devien- 
draient égales que dans le cas particulier où 1 on aurait j — x. 

Si l’on numérote les places occupées par les diverses variables x, 
y, Z, ... dans la fonction û, et si l’on écrit à la .suite les unes des 
autres ces variables x,y,z,... rangées d’après l’ordre de grandeur 
des numéros assignés aux places qu’elles occupent, on obtiendra un 


certain arrangement 


xyz 


et, quand les variables seront déplacées, cet arrangement se trouvera 
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remplacé par un autre, qu’il suffira de comparer au premier pour 
connaître la nature des déplacements. Cela posé, ces diverses valeurs 
d’une fonction de n lettres correspondront évidemment aux divers 
arrangements que l’on pourra former avec ces n lettres. D’ailleurs, 
le nombre de ces arrangements est, comme l’on sait, représenté par 
le produit 

Si donc l’on pose, pour abréger, 

1 . 2 . 3 . . .n, 

N' sera le nombre des valeurs diverses, égales ou distinctes, qu’une 
fonction de n variables acquerra successivement quand on déplacera 
de toutes les manières, en les substituant l’une à l’autre, les variables 
dont il s’agit. 

On appelle permutation ou substitution l’opération qui consiste à 
déplacer les variables, en les substituant les unes aux autiu's, dans 
une valeur donnée de la fonction 0, ou dans l’arrangement correspon- 
dant. Pour indiquer cette substitution, nous écrirons le nouvel arran- 
gement qu’elle produit au-dessus du premier, et nous renfermerons 
le système de ces deux arrangements entre parenthèses. Ainsi, par 
exemple, étant donnée la fonction 

où les variables x, y, z occupent respectivement la première, la 
seconde et la troisième place, et se succèdent en conséquence dans 
l’ordre indiqué par l’arrangement 

si I on échange entre elles les variables y, z qui occupent les deux 
dernières places, on obtiendra une nouvelle valeur ^2' de O, qui sera 
distincte de la première, et déterminée par la formule 


0/:=. X 3j. 
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D ailleurs, le nouvel arrangement correspondant à cette nouvelle 
valeur sera 

et la substitution par laquelle on passe de la première valeur à la 
seconde se trouvera représentée par la notation 

(“•'V 

\xyz} 

qui indique suffisamment de quelle manière les variables ont été 
déplacées. Les deux arrangements æzy, xyz compris dans cette sub- 
stitution forment ce que nous appellerons ses deux termes, ou son 
numérateur et son dénominateur. Comme les numéros qu’on assigne 
aux diverses places qu’occupent les variables dans une fonction sont 
entièrement arbitraires, il est clair que l’arrangement correspondant 
à une valeur donnée de la fonction est pareillement arbitraire, et que 
le dénominateur d’une substitution quelconque peut être l’un quel- 
conque des N arrangements formés avec les n variables données. On 
arrivera immédiatement à la même conclusion en observant qu’une 
substitution quelconque peut être censée indiquer un système déter- 
miné d’opérations simples, dont chacune consiste à remplacer une 
lettre du dénominateur par une lettre du numérateur, et que ce sys- 
tème d’opérations ne variera pas si l’on échange entre elles d’une 
manière quelconque les lettres du dénominateur, pourvu que l’on 
échange entre elles, de la même manière, les lettres correspondantes 
du numérateur. Il en résulte qu’une substitution, relative à un sys- 
tème de n variables, peut être présentée sous N formes différentes 
dont nous indiquerons l’équivalence par le signe ==. Ainsi, par 
exemple, on aura 

(^^y\ _ (^y-\ ^ (y^'-\ . 

\xyz) \xzy) \sxyj 

Observons encore que l’on peut, sans inconvénient, effacer toute lettre 
qui se présente à la même place dans les deux termes d’une substitu- 
tion donnée, cette circonstance indiquant que la lettre ne doit pas 

36 


OEuvres de C. — S. I, t. IX. 
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être déplacée. Ainsi, en particulier, on aura 



Lorsqu’on a ainsi éliminé d’une substitution donnée toutes les lettres 
qu’il est possible d’effacer, cette substitution se trouve réduite à sa 
plus simple expression. 


Le produit d’un arrangement donné xyz- par une substitution 



sera le nouvel arrangement xsy qu’on obtient en appliquant cotte 
substitution même à l’arrangement donné. Le produit de deux substi- 
tutions sera la substitution nouvelle qui fournit toujours le résultat 
auquel conduirait l’application des deux premières, opérées l’une 
après l’autre, à un arrangement quelconque. Les deux substitutions 
données seront les Adwa/acteurs du produit. Le produit d’un arrange- 
ment par une substitution ou d’une substitution par une autre s’indi- 
quera par l’une des notations qui servent à indiquer le produit de deux 
quantités, le multiplicande étant placé, suivant la coutume, à la droite 
du multiplicateur. On trouvera ainsi, par exemple, 


et 

fyocu5\_tyæ\ /M3\ 

\xyzu) \xyj\suJ 

H y a plus : on pourra, dans le second membre de la dernière équa- 
tion, échanger sans inconvénient les deux facteurs entre eux, de sorte 
qu’on aura encore 

/yxuz\^ruz.\/yx\^ 

\xyzuj \zuj\xyj 

Mais cet échange ne sera pas toujours possible, et souvent le produit 
de deux substitutions variera quand on échangera les deux facteurs 
entre eux. Ainsi, en particulier, on trouvera 
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Nous dirons que deux substitutionssont/>ermîitoWe.9 entre elles, lorsque 
leur produit sera indépendant de l’ordre dans lequel se suivront les 
deux facteurs. 

I*our abréger, nous représenterons souvent par de simples lettres 

A, B, C, ..., 

ou par des lettres affectées d’indices. 

Al, Ao, As, . . . , 


les arrangements formés avec plusieurs variables. Alors la substitution 
(}ui aura pour termes A et B se présentera simplement sous la forme 


et l’on aura 



A =.6, 



( B 

produit l’arrangement D, on aura, non seulement 

B 
A 

mais encore 

B' 

A, 

Le nombre total des substitutions relatives au système de n varia- 
bles X, y, Z, ... est évidemment égal au nombre N des arrangements 
que l’on peut former avec ces variables, puisqu’en prenant pour déno- 
minateur un seul de ces arrangements, le premier par exemple, on 
peut prendre pour numérateur l’un quelconque d entre eux. La sub- 
stitution dont le numérateur est le dénominateur même peut être 


)C:zzD, 
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censée se réduire à l’unité, puisqu’on peut évidemment la remplacer 

par le facteur i dans les produits 



Une substitution 


) multipliée par elle-même plusieurs fois de 


suite, donne pour produits successifs son carré, son cube, et généra- 
lement ses diverses puissances, qui sont naturellement représentées 
par les notations 



D’ailleurs, la série qui aura pour termes la substitution j et ses 
diverses puissances, savoir 



ne pourra jamais offrir plus de N substitutions réellement distinctes. 
Donc, en prolongeant cette série, on verra bientôt reparaître les mêmes 
substitutions. On prouve aisément que la première de celles qui repa- 
raîtront sera équivalente k l’unité, et qu’à partir do celle-ci les substi- 
tutions déjà trouvées se reproduiront périodiquement dans le même 
ordre. Donc le nombre i des termes distincts de la série sera toujours 
ta plus petite des valeurs entières de i pour lesquelles se vérifiera la 
formule 


B 

A 



I . 


Le nombre i ainsi déterminé, ou le degré de la plus petite des puis- 
sances de j équivalentes à l’unité, sera ce que nous appellerons le 
degré ou l'ordre de la substitution 

Supposons maintenant qu’une substitution réduite à sa plus simple 
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expression se présente sous la forme 

/ yjz . . . çwx \ 

\xy...uvwj 

c’est-à-dire qu’elle ait pour objet de remplacer x par y, puis j par 
s, et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on parvienne à une dernière 
variable w, qui devra être remplacée par la variable x de laquelle on 
était parti. Pour effectuer cette substitution, il suffira évidemment de 
ranger sur la circonférence d’un cercle indicateur, divisée en parties 
égales, les diverses variables 

X, y, Z, U, c, w, 

en plaçant la première, la seconde, la troisième, . . . sur le premier, le 
second, le troisième, . . . point de division, puis de remplacer chaque 
variable par celle qui, la première, viendra prendre sa place, lorsqu’on 
fera tourner dans un certain sens le cercle indicateur. Pour ce motif, 
nous donnerons à la substitution dont il s’agit le nom de substitution 
circulaire. Nous la représenterons, pour abréger, par la notation 

{x,y,z, ...,u,v, w)-, 

et il'est clair que, dans cette notation, une quelconque des variables 

X, f, -, . ■ • , «, 

pourra occuper la première place. Ainsi, par exemple, on aura iden- 
tiquement 

{x, y, z) = (y, Z, æ) = (s, x, y). 

L’ordre n d’une substitution circulaire sera évidemment le nombre 
même des lettres qu’elle renferme. Il est d’ailleurs facile de s’assurer 
que, n étant l’ordre de la substitution circulaire 

{x,y,z, ...,u,v,w), 

la puissance /‘®“®de cette substitution, savoir 

{x, y, Z, v,wy. 
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sera une nouvelle substitution de l’ordre n, si I et a n’ont pas de fac- 
teurs conimunSj ou? en d autres termes» si l est pieiniei a / 2 , Si, au 
contraire, / cesse d’être premier à n, alors, k étant le plus grand com- 
mun diviseur des nombres /, n, et h étant le quotient de la division de 
n par k, la substitution 

{x, y, s, e, wY 

sera le produit de h substitutions circulaires de l’ordre X'. Ainsi, par 
exemple, on aura, en posant n = 4. 

{X, y, s, uy— {x, z) {y, u), {x, y, z, uY-- (.r, u, z, r) ; 

et l’on trouvera pareillement, en posant n = 6, 

{x, y, Z, u, V, tp)A— (x, Z, (>) {y, u, le), 

{x, y, Z, u, e, (r)3=: (jc, a) (y, c) {z, n’), 

{x, y, z, u, e, n’Y={x, r, z) {y, w, ii), 

(x, y, z, a, c, n’f— (x, <v, i-, «, z,y). 


§ II. — Propriétés diverses des substitutions, et décomposition 
d’une substitution donnée en substitutions primitives. 


Il est facile de s’assurer qu’une substitution quelconque, relative à 
un nombre quelconque de variables, est toujours un produit de sub- 
stitutions circulaires; ainsi, par exemple, on a 



Cela posé, soit 
nombre n de variables 


une substitution de l’ordre f, relative à un 




R \ 

nécessairement ou une substitution circulaire, ou le produit 

de plusieurs substitutions circulaires dont quelques-unes pourront 
renfermer une seule lettre et se réduire à Tunité. Ces substitutions cir- 
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culaires seront ce que nous appellerons les facteurs circulaires do 

Deux quelconques d’entre elles, étant composées de lettres diverses, 
seront évidemment permutables. Donc tous les facteurs circulaires 


de seront permutables entre eux et représenteront des substitu- 
tions qui pourront être effectuées dans un ordre quelconque. Il y a 
plus : comme deux substitutions égales seront nécessairement permu- 


tables entre elles,' si l’on élève 



à des puissances quelconques, on 


obtiendra de nouvelles substitutions qui seront permutables entre 
elles, ainsi que leurs facteurs représentés par des puissances des fac- 
teurs circulaires de 

Supposons, pour fixer les idées, que les variables comprises dans 
les divers facteurs circulaires de soient respectivement 



Dans le premier facteur a, 6, y, 

Dans le second facteur À, fx, v. 

Dans le troisième facteur .. . o, x, ij'» 


en sorte qu’on ait 

(i) — (a, 6, y, . . .) (A, p., v, . . .) (œ, %, <];, . . .). 

Alors, / étant un nombre entier quelconque, on aura encore 

(a) a:> • ■ O'i' 


et, pour que / vérifie l’équation 



il faudra qu’on ait séparément 

(3) (a, 6, y, ...)'— I, (A, p, v, ...)*':= i, ( .y, x, 'i, •••)'-- i. _ 

Or les seules valeurs de / propres à vérifier l’équation (a) seront 



288 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

l’ordre j de la substitution et les multiples de i. Pareillement les 
valeurs de / propres à vérifier l’une quelconque des formules (3) 
seront l’ordre du facteur circulaire qui entre dans cette formule et 
les multiples de cet ordre. Cela posé, soient 

a, c, 

les nombres qui représentent les ordres respectifs des substitutions 
circulaires 

(o£, ê, y, . . .), {l, . . .), ...; 

non seulement on aura 

(l — b *4— C H y 

attendu que les divers groupes 

a., ê, y, ..., 

li, V, ..., 


devront renfermer en somme les n lettres auxquelles se rapporte la 
substitution mais, de plus, on conclura sans peine de ce qui pré- 
cède que l’ordre i de la substitution sera le 
divisible à la fois par a, par b, par c, etc. 

Lorsque deux substitutions 


plus petit nombre 



différeront uniquement par la forme des lettres qui, dans ces deux 
substitutions, occuperont les mêmes places, et qu’en conséquence ces 
deux substitutions offriront le même nombre de facteurs circulaires 
et le même nombre de lettres dans les facteurs circulaires correspon- 
dants, nous dirons qu’elles sont semblables entre elles. Alors on aura 
nécessairement 
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et, par suite, aussi 


G) = (b)' 

Il est facile de calculer le nombre des substitutions 

G>G>-' 

semblables entre elles et à que l’on peut former avec n lettres. 

Soit 3L CO nombre, et supposons que la substitution i ^ j ait pour fac- 
teurs g substitutions circulaires de l’ordre a, h substitutions circu- 
laires de l’ordre b, k substitutions circulaires de l’ordre c, etc. On 
aura, non seulement 


( 4 ) 

mais encore 
(.'5) X 


-h hb H- kc 


: Jl, 


N 


(ï . 2. . (l .2. . .A) (l .2. . . /c) . . . 

Si maintenant on désigne par 

la somme, des valeurs de at, correspondantes aux divers systèmes de 
nombres qui peuvent représenter des valeurs de a, 6, c, ... propres à 
vérifier l’équation (i), en d’autres termes, si l’on désigne par Sx la 
somme dos valeurs de X correspondantes aux diverses manières de 
partager le nombre n en parties égales ou inégales, alors Sx devra 
être précisément le nombre total des substitutions que 1 on peut 
former avec n lettres. On aura donc 


( 6 ) 

et, par suite, 

^ (l.2. . . 




{ 1 . 2 . 


: [. 


Cette dernière équation paraît digne de remarque. Si, pour fixer les 

37 
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idées, on pose n = 5, on trouvera 
îx 5 ~ 4 “H ^ ^ ^ 

et par suite l’équation ( 7 ) donnera 

I I ! I I I II r- I 1 

r H- 7 H -Q H . ô ”1 “T) H 7 ; - H n — / — ^ — ** f 

D 4 2 ô 1.2 6 1.2 2^ 1.2. 02 1.2. O. 4.0 


ce qui est exact. Si dans la somme Ssfî. on comprenait seulement celles 
des valeurs de X qui correspondent à des valeurs des nombres a, h, 
c, ..., supérieures à l’unité, alors, à la place de la formule ( 7 ), on 
obtiendrait la suivante 


( 8 ) 2 


(1.2...^) (i.2.../i) (i .2...A')...a«'6^‘c''*... J .2 


1 . 2.0 


(— 0 "- 
1.2.0.../i’ 


dont le second membre;se réduit à pour des valeurs infinies de n, 

e désignant la base des logarithmes népériens. Ainsi, en particulier, 
si l’on prend n = 5, on trouvera 

« — 5 3= 3 4 - 2 
et 

I I I I I I 

5 ' 2.3 ~ 1.2 1.2.3 1.2. 3.4 1.2. 3. 4. 5 ’ 

Considérons maintenant plusieurs substitutions 



relatives aux n lettres x,y, z, J’appellerai substitutions 

toutes celles que l’on pourra déduire des substitutions données, mul- 
tipliées une ou plusieurs fois les unes par les autres ou par elles- 
mêmes dans un ordre quelconque, et les substitutions données, jointes 
aux substitutions dérivées, formeront ce que j’appellerai un système 
de substitutions conjuguées. ordre de ce système sera le norhbre total 
des substitutions qu’il présente, y compris la substitution qui offre 
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deux termes égaux et se réduit à l’unité. Si l’on désigne par I cet_ 
ordre, et par 

Ly I y l y ... 

les ordres des substitutions données, I sera toujours divisible par 
chacun des nombres i, i’, i", — D’ailleurs I sera toujours un diviseur 
du produit 

N I .2. . ./a. 

Ajoutons que, étant donné un système de substitutions conjuguées, 
on reproduira toujours les mêmes substitutions, rangées seulement 
d’une autre manière, si on les multiplie séparément par l’une quel- 
conque d’entre elles, ou bien encore si l’une quelconque d’entre elles 
est séparément multipliée par elle-même et par toutes les autres. 

Lorsque les substitutions données sont permutables entre elles, 
l’ordre 1 du système ne peut surpasser le produit 


des ordres des substitutions données. 

Lorsque les substitutions données se réduisent à une seule 



les substitutions dérivées se confondent avec les puissances de 
et l’ordre 1 du système avec l’ordre i de la substitution donnée. 
Supposons maintenant que l’ordre i de la substitution 



B 
A 

soit décomposé en facteurs 

a, b y Cy 



premiers entre eux. Je prouve que, dans ce cas (^), la substitution 


(1) Pour établir cette proposition fondamentale, je m’appuie sur un théorème d’arith- 
métique dont voici l’énoncé : 

Supposons que, le nombre entier i étant décomposé en facteurs a^hy Cy ... premiers 
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^ j ses puissances peuvent être censées former un système de substitu- 
tions conjuguées, dérivées des seules substitutions 




B\* 

A. 


Cela posé, admettons que,/>, q,r, ... étant les facteurs premiers de i, 
on ait 

£ = . . . . 

On pourra prendre 

(9) <£=/?«■, 6 = c = r^ 

et alors chacune des substitutions 


i i i 



aura seulement pour facteurs circulaires des substitutions dont les 
ordres se réduiront aux puissances d’un seul nombi'e premier. Cette 
propriété remarquable des substitutions (lo) est très utile dans la 
théorie des permutations, où les substitutions jouent un rôle analogue 
à celui que remplissent les racines primitives dans la théorie des 
équations binaires. Pour cette raison, et supposant que les valeurs 
de a, b, c, ... sont données par les formules (9), je désignerai les 
substitutions (10) sous le nom de substitutions primitives, et je les 


appellerai facteurs primitifs de la substitution 



Dans un prochain article j’expliquerai comment les principes que 


entre eux, on désigne par l un nombre entier quelconque inférieur à i, on pourra tou- 
jours satisfaire à l’équivalence 

par des valeurs entières de 2, ... respectivement inférieures à c, 
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je viens d’énoncer conduisent à la détermination du nombre des 
valeurs distinctes que peut acquérir une fonction û de n variables 
indépendantes æ, J, 5, 


301 . 

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou distinctes 
que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute ces 
variables entre elles d’une manière quelconque (suite). 

G. II., T. XXI, p. 668 (22 septembre'i845). 

Je me bornerai, pour l’instant, à indiquer, dans cet article, quelques- 
uns des principaux résultats de mon travail. Les propositions que 
j’énoncerai ici se trouveront d’ailleurs démontrées et développées 
dans les Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique. 

§ I. — Sur les diverses formes que peut prendre une fonction symétrique 
ou non symétrique de n variables. 

Considérons une fonction D de « variables 

y y • • • > 

et supposons que cette fonction reste continue pour chacun des 
systèmes de valeurs attribuées aux variables dont il s’agit. Prenons 
d’ailleurs 

(i) A’'=i.2.3. . . n. 

Lorsqu’on permutera les variables entre elles de toutes les manières 
possibles, on obtiendra N valeurs diverses de la fonction £2, et deux 
quelconques de ces valeurs pourront être, ou égales entre elles, quels 
que soient x, y, z, . . . , on généralement inégales et distinctes l’une 
de l’autre. Si l’on nomme m le nombre des valeurs distinctes de la 
fonction Q, etM le nombre de ses valeurs égales, chacune des valeurs 
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distinctes pourra prendre il/ formes diverses, et par suite on aura 
(2) mM — N. 

En vertu de cette formule, qui était déjà connue, la détermination du 
nombre des valeurs distinctes d’une fonction se trouve ramenée à la 
détermination du nombre des valeurs égales, ou, ce qui revient au 
même, à la détermination du nombre des pei’mutations que l’on peut 
effectuer sur les variables x,y,z, sans altérer la fonction O. 

Concevons maintenant que l’on essaye de partager la suite des 
variables 

X, y, Z, ... 

en plusieurs autres suites ou groupes, en réunissant deux variables 
dans un même groupe toutes les fois que l’on peut faire passer l’une 
à la place de l’autre, à l’aide d’une substitution quelconque, sans 
altérer la valeur de la fonction £2. Il arrivera de deux choses l’une : 
ou les divers groupes que l’on essayera de former se réduiront à un 
seul; ou l’on obtiendra effectivement plusieurs groupes distincts les 
uns des autres. Dans le premier cas, on pourra, sans altérer la valeur 
de £2, faire passer toutes les variables à la place occupée dans la fonc- 
tion par l’une quelconque d’entre elles, et je dirai, pour cette raison, 
que la fonction est transitive. Au contraire, la fonction sera dite intran- 
sitive quand on ne pourra, sans altérer sa valeur, faire passer certaines 
variables à certaines places. Parmi les fonctions transitives, on doit 
distinguer la fonction symétrique, dont toutes les valeurs sont égales 
entre elles, en sorte qu’on a, pour une telle fonction, 

m — i, M — N. 

Parmi les fonctions intransitives, on doit distinguer celles dont toutes 
les valeurs sont distinctes ou, en d’autres termes, celles pour lesquelles 
on a 

m — N, M—i, 

chaque groupe étant alors réduit à ne renfermer qu’une seule va- 
riable. 
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Liio subsiuuiion, opérée sur les variables comprises dans la fonc- 
tion £2, peut, ou déplacer toutes les variables, ou déplacer seulement 
plusieurs d’entre elles, en laissant les autres immobiles. 

Cela posé, considérons d’abord une fonction transitive de plusieurs 
variables 

x, y, 

Soient toujouis £2 cette fonction et M le nombre de ses valeurs égales, 
dans le cas ou toutes les variables restent mobiles. Comme une 
variable quelconque pourra occuper la première place, si l’on 
nomme an. le nombre des valeurs égales que peut acquérir la fonction, 
quand une variable reste immobile, ou, ce qui revient au même, 
((uand on considère O comme une fonction de /^ - i variables, on 
aura 

(•^) Mz^nSiK.. 

D’ailleurs le nombre des valeurs distinctes de £2 considéré : i“ comme 
une fonction de n variables 

X, y, Z, 

2 ” comrrn! une fonction de n — i variables 




sera, dans le premier cas, en vertu des formules ( 2 ) et (3), 

1 .9.. . ,n 1 . 2 . . . ( /Z — I ) 


(. 1 ) 


m 


et, dans le second cas. 


Âi ail- 

1 .9.. . .{n — 1 ) 

mi 


Donc ces deux nombres seront égaux, et l’on peut énoncer la propo- 
sition suivante : 

Théorème. — Soit 0 une fonction transitive de n variables 

X, -s, 

et désignons parole nombre des valeurs distinctes de cette fonction y dans 
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le cas où toutes les variables restent mobiles, m sera en même temps le 
nombre des valeurs distinctes de 12, dans le cas où une variable x devien- 
dra immobile, et par conséquent le nombre des valeurs distinctes de Q. con- 
sidéré comme fonction des seules variables y , z, .... 

Exemple. — Supposons 

En considérant il comme fonction des trois variables 

on reconnaîtra que les seules substitutions qui n’altèrent pas cette 
fonction sont les deux substitutions circulaires 

y y ^)î ('^j y )? 

dont l’une est le carré de l’autre. On aura donc, dans le cas présent, 

1^3 

M—i, et par suite, m — =: a. 

Si maintenant on suppose que x devienne immobile, il ne sera plus 
possible d’échanger entre eux j et s. Donc, si l’on considère il comme 
fonction des seules variables j, z, le nombre des valeurs égales dt^ 
cette fonction sera l’unité, et le nombre de ses valeurs distinctes, 

représenté par le rapport sera encore égal à 2 . 

Supposons maintenant que il soit une fonction intransitive. Alors 
la suite des n variables 

X, y, Z, ... 

se partagera en plusieurs autres suites ou groupes 

a, ê, y, . . . , 

pj * • • J 

Vy X. 4'. •••. 

que l’on formera aisément en s’astreignant à la seule condition de 
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réunir toujours, dans un même groupe, deux variables dont l’une 
pourra prendre la place de l’autre en vertu d’une substitution quel- 
conque. Soient 

a le nombre des variables a, ê, y, ... comprises dans le premier 
groupe ; 

b le nombre des variables A, [x, v, ... comprises dans le second 
groupe ; 

c le nombre des variables ç, y, ... comprises dans le troisième 
groupe; 


On aura évidemment 

( 5 ) a -h ^ c H- . . . rz /^ . 

Lorsqu’on a, comme on vient de le dire, partagé en plusieurs 
groupes le système des n variables comprises dans une fonction 
intransitive ù, toute substitution qui n’altère pas la valeur de O se 
borne à déplacer des variables dans un seul groupe, ou dans plu- 
sieurs groupes simultanément. Or il arrive souvent que les dépla- 
cements divers, simultanément opérés dans les divers groupes, en 
vertu d’une substitution qui n’altère pas la valeur de O, peuvent 
aussi s’elfectuer séparément et indépendamment les uns des autres, 
sans que la fonction ù soit altérée. Lorsque cette condition sera rem- 
plie, nous dirons que les divers groupes sont indépendants les uns 
des autres. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on prend 

n~D et m H- xy'^ -h zuv. 

Alors les deux groupes 

Jy 

-, «, 

que l’on pourra former avec les cinq variables x, y, s, u, v, seront 
indépendants l’un de l’autre, attendu que toute substitution qui, sans 
altérer la valeur de O, déplacera les variables, produira, dans chaque 

OKuvres C. — S. I , t. IX. ■ 38 
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groupe, des déplacements qui pourront s’effectuer isolément, sans 
que la valeur de ü soit altérée. 

Au contraire, les groupes formés avec les variables ne seraient plus 
indépendants les uns des autres, si l’on prenait n = 4 , 

Alors, en effet, les deux groupes formés avec les quatre variables a\ 
y, Z-, U seraient 

y, 

et la seule substitution qui, sans altérer la valeur de û, déplacerait 
les variables, serait celle qui consiste à échanger simultanément .r 
avec 5, et J avec u. La valeur de D serait évidemment altérée, si l’on 
se bornait à échanger entre elles les deux variables a; et 

La détermination du nombre des valeurs égales et du nombiu' des 
valeurs distinctes d’une fonction intransitive ù qui renfermer n va- 
riables X, y, Z, ... peut être ramenée à la détermination de ces (hmx 
nombres, pour des fonctions qui renferment moins de n lettres, ainsi 
que nous allons l’expliquer. 

Soient toujours 

a, ê, y, ..., 

p, of, • • • , 

?. X. •••, 

. , . , . , ... 

les divers groupes formés avec les n variables æ, y, z, chaqu(‘ 
groupe étant composé de variables dont Tune peut prendre la place 
de Tautre, sans que la valeur de ü soit altérée, et supposons d’abord 
ces divers groupes indépendants les uns des autres. Soit, dans cet(e 
hypothèse, A le nombre des valeurs égales que peut acquérir iî quand 
on se borne à déplacer les variables a, y, ... que renferme le pre^- 
mier groupe, en considérant ces variables comme seules mobiles ou, 
ce qui revient au même, le nombre des valeurs égales de O considéré 
comme fonction des seules variables oc, ê, y, .... Soit pareillement 
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B le nombre des valeurs égales de considéré comme fonction des 
seules variables X, a, v, — Soit encore C le nombre des valeurs 
égales de ü considéré comme fonction des seules variables ®, y , . . . 

et ainsi de suite. Le nombre total M des valeurs égales de consi- 
déré comme fonction des seules variables x, y, z, . . . , sera déterminé 
par la formule 

(6) M—ABC.... 

D’ailleurs, si l’on désigne toujours par a, ou par h, ou par c, ... le 
nombre des variables comprises dans le premier, dans le deuxième, 
dans le troisième, . . . groupe, les facteurs 

A, B, C, ... 


seront respectivement des diviseurs des produits 

I . 2 . . . rt, 1.2.../.», 1 . 2 . . . c, . . . , 

et, si l’on pose, pour abréger. 


(7) 


1 . 2 . . .a 


iP,> ■ 


i .2. . .h 
B ’ 


e = 


I .2 . . .c 


X représentera le nombre des valeurs distinctes de û considéré 
comme fonction des seules variables a, 6, y, ... comprises dans le 
premier groupe; iib le nombre des valeurs distinctes de O considéré 
comme fonction des seules variables "X, p-, v, ... comprises dans le 
deuxième groupe; s le nombre des valeurs distinctes de ù considéré 
comme fonction des seules variables çp, y, ... comprises dans le 
troisième groupe, etc. Ajoutons que, si l’on pose, pour abréger, 

/ . TV 

I — (i.2...£)!)(i.2...T>)(i.2...C)... 

1 . 2 . 3 . . . /I 

{i .2. . ,a) . 2 .b, . .)(i.2...c). 

c’est-à-dire, si l’on désigne par at. le coefficient du produit 
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dans le développement du polynôme 

( ;• + s +- Z -t- . . . 

on tirera des formules (2), (6), (7), . . . 

^ “ iDX)eADl)))3, .... 

Considérons maintenant le cas où les divers groupes formés avec 
les variables x, y, z, ... ne sont plus indépendants les uns des 
autres. Je suis parvenu à démontrer que, dans ce cas encore, les 
nombres M et m, c’est-à-dire le nombre des valeurs égales et le 
nombre des valeurs distinctes de la fonction O, pourront être déter- 
minés à l’aide des formules (6) et (9), si l’on attribue aux facteurs A, 
B,C, ... ou oAd, iPo, 8, ... les valeurs que je vais indiquer. On devra, 
dans le cas dont il s’agit, représenter par A le nombre des valeurs 
égales que pourra obtenir û, en vertu de substitutions correspon- 
dantes à des permutations diverses des variables a, é, y, ... com- 
prises dans le premier groupe; par B le nombre des valeurs égales 
que pourra obtenir O, en vertu de substitutions qui, sans déplacer a, 
€, y, . . . , correspondront à des permutations diverses des variables X, 
p., V, ... comprises dans le second groupe; par C le nombre des 
valeurs égales que pourra obtenir £î, en vertu de substitutions qui, 
sans déplacer ni a, ê, y, . . . , ni X, p, v, . . . , produiront des permuta- 
tions diverses des variables ®, y, <1^, . . . comprises dans le troisième 
groupe. Il pourra d’ailleurs arriver que des permutations diverses des 
variables comprises dans l’un des groupes entraînent des permutations 
correspondantes'des variables comprises dans les groupes suivants, en 
sorte qu’on soit obligé, pour ne pas altérer la valeur de û, d’effectuer 
simultanément ces permutations correspondantes. Il y a plus : la cor- 
respondance dont il s’agit ici devra certainement avoir lieu, au moins 
pour quelques permutations, dans l’hypothèse admise que les divers 
groupes ne sont pas tous indépendants les uns des autres. Quant aux 
facteurs x, s, ..., ils devront toujours être déterminés à l’aide 
des formules (7); et l’on peut démontrer qu’alors chacun d’eux sera 
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encore propre à représenter le nombre des valeurs distinctes d’une 
certaine fonction des variables g, y, ou 1, tx, v, ou ç, y, 

. . . comprises dans le premier, ou dans le second, ou dans le troi- 
sième, . . . groupe. 

Pour faire mieux comprendre ce qui précède, appliquons la for- 
mule (9) à quelques exemples. 

Exemple /. — Supposons « = 5, 

= x'^y'^.z -i- y^z^x + z^x^y -+- ui>. 

Alors les seules substitutions qui n’altéreront pas la valeur de û 
seront les deux substitutions circulaires 

et les dérivées de ces deux substitutions. Alors aussi, en vertu de ces 
doux substitutions et de leurs dérivées, on pourra faire passer à la 
place l’une de l’autre ou les variables x, y, z, ou les variables «, e, 
sans que jamais une variable de l’un des groupes 



s(i trouve substituée à une variable de l’autre groupe. D’ailleurs toute 
substitution qui aura la propriété de ne pas altérer la valeur de ü, par 
exemple la suivante 

-)(«<, e), 

sera toujours le produit de deux substitutions 

dont chacune jouira séparément de cette propriété, et sera relative 
aux variables comprises dans un seul groupe. Donc les deux groupes 
seront indépendants l’un de l’autre. Ajoutons que, le premier groupe 
étant composé de trois variables, le second de deux, on aura, dans le 
cas présent. 


a — 3, 


^ rr 2. 
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D’autre part O, considéré comme fonction des seules variables x, 
y, Z, offrira trois valeurs égales et deux valeurs distinctes; on aura 
donc 

.^4 = 3 , JU =: 2. 

Au contraire, en considérant O comme fonction de u, v, on trouvera 

B — i, = 

Enfin, le coefficient A du produit 

dans le développement du binôme 

(/• 

sera le nombre lo. On aura donc 

30 = 10, 

et par conséquent les formules (6), (9) donneront 

M— 3.2 =6, 

m =10.2.1 = 20. 

Exemple IL — Si l’on pose « = 6, 

^2 r= X' y Z -h lû- i>w. 

Alors, avec les six lettres x, v, z, u, v, w, on pourra former deux 
groupes 

X, u, 

y, s, e, 

Mais ces deux groupes ne seront pas indépendants l’un de l’autre. 
Alors aussi on trouvera 

a ~2, = 2, cAb = i, 

6 = 4, .6 = 4, 'ü!>=:6, 

3t, = i.5 

M— 2.4 = 8, 

m = i5. 1 .6 = 90. 


et, par suite. 
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Il importe d observer que, dans le cas auquel se rapporte la for- 
mule (9), c est-à-dire dans le cas où la fonction £2 est intransitive, 
chacun des nombres a, h, c, ... est inférieur à n, et qu’en consé- 
quence la valeur de STi déterminée par la formule (8) est, ou égale, 
ou supérieure à n. On aura, en particulier, x = n, si les groupes 
foimés comme il a été dit ci-dessus se réduisent à deux, le premier 
étant composé de n — i variables, l’autre de n variables seulement. 
Alors on trouvera 

h~.\, = x = «, 

et la formule (9) donnera 

(10) 

Dans tout autre cas, x surpassera n, et il en sera de même, à plus 
forte raison, du nombre m, qui, en vertu de la formule (9), sera 
toujours un multiple de x. 

En terminant ce paragraphe, nous ajouterons, aux remarques déjà 
faites, une observation qui n’est pas sans importance, c’est que le 
nombre des trieurs égales d’une fonction quelconque de n variables est 
toujours évidemment l’ordre d’un certain système de substitutions conju- 
guées. 

§ II. — Sur diverses propriétés des fonctions transitives. 

Soit ù une fonction transitive de n variables 

•», y, -, ■••• 

On pourra, sans altérer cette fonction, faire passer une variable quel- 
conque à la place de x. Mais, x devenant immobile, £ 2 , considéré 
comme fonction de /z — i variables seulement, pourra cesser d’étre 
une fonction transitive. Cela posé, il importe de remarquer une pro- 
priété singulière de certaines fonctions transitives. Elle est exprimée 
par un théorème, que je suis parvenu à établir, et qui peut s’énoncer 
comme il suit. 
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Théorème. — Supposons que ùsoit tout à la fois une fonction transi- 
tive des n variables 

cCy y, ... 

et une fonction intransitive de n — i variables 

y, Z; .... 

Supposons encore que ces dernières variables se partagent en groupes 
indépendants les uns des autres, quand on réunit deux variables clans un 
même groupe, toutes les fois que l’on peut faire passer l’une à la place de 
l’autre, sans altérer à l’aide d’une substitution qui laisse immobile la 
variable x. Alors, x redevenant mobile, on pourra partager la suite des 
n variables 

X, y, Z, ... 

en plusieurs autres suites ou groupes 

(X, §, y, ..., 

1, [i, V, ..., 

<?. X. 1'. 

. , . , . , • • • y 

ces groupes étant tellement composés, que toute substitution qui n altérera 
pas la valeur de iî aura pour effet unique ou de déplacer des tmriahles 
dans chaque groupe, ou d' échanger les groupes entre eux, et ces groupes 
étant ordinairement indépendants les uns des autres, en sorte que des 
déplacements simultanément effectués dans les divers groupes, ('.n vertu 
d une substitution qui n^ altérera pas la valeur de O, pourront aussi s' ef- 
fectuer séparément, sans altération de cette même valeur. 

Lorsqu’une fonction transitive £2 remplit les conditions énoncées 
dans ce théorème, les divers groupes 

ê, y, . . . , 

A, iJ., V, 


X» 4^» 
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on tirera des formules (i), (2), (3), ( 4 ) 

(Ô ) lyt ''—Z 

En vertu de la formule (6), m sera certainement un multiple du 
nombre entier représenté par ot,. 

Dans un prochain article, j’indiquerai les conséquences impor- 
tantes qui se déduisent de la formule (6) et des principes établis 
dans le §1. 


302 . 

Analyse mathématique. — Sur le nombre des valeurs égales ou distinctes 
que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute ces 
variables entre elles d’une manière quelconque. 

C. R., T XXI, p. 727 (29 septembre 1845). 

Nous allons, dans cet article, indiquer brièvement les moyens d’éta- 
blir diverses propositions dignes de remarque, et relatives au nombre 
des valeurs égales ou distinctes qu’une fonction peut acquérir. 

§ I. — Théorèmes relatifs aux fonctions symétriques. 

On sait que l’on nomme fonction symétrique de plusieurs variables 
une fonction dont la valeur ne varie pas quand on permute ces variables 
entre elles d’une manière quelconque. 

De plus, en vertu des définitions adoptées dans le précédent article, 
une fonction û de n variables 

X, y, Z, ... 

est transitive, lorsqu’on peut, sans’altérer la valeur de ù, faire passer 
toutes les variables à la place occupée par l’une quelconque d’entre 
elles. Elle est intransitive dansJe cas contraire. 

D’ailleurs', il a été prouvé que le nombre m des valeurs distinctes 
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d’une fonction transitive fî de /^ variables oo, y, z, ... est en même 
temps le nombre des valeurs distinctes de O considéré comme fonc- 
tion de /^ — I variables seulement. Lorsque le nombre m se réduit à 
l’unité, la fonction transitive ù devient nécessairement symétrique. 
Cela posé, il est facile d’établir les propositions suivantes : 

Théorème 1. ~ Soit iî une fonction de n nariahles 

X, /, 

Supposons d’ailleurs cette fonction symétrique par rapport à certaines 
rariahles 

a, ê, y, 

dont le nombre a lyèrifie la condition 

n 

2 

Enfin, supposons que, parmi les variables restantes 

tx, l-i, V, • « * , 

dont le nombre h vérifie évidemment les conditions 

7 7 n 

n ^ a h, ^ ^ 2 ’ 

une ou plusieurs, que j’appellerai p, ç, puissent passer à la place 
occupée par l’ une des variables a, 6, y, . . . , en vertu d’une substitution 
qui n altère pas la valeur de O. Alors ü sera nécessairement fonction 
symétrique des variables 

a, 6, y, . . p, ç, .... 

Démonstration. — En faisant subir aux variables 

X, . y, Z, ... 

un déplacement quelconque, on déduira toujours de ù une fonction 
qui sera symétrique, ou par rapport aux variables 

•a, [3, y, ..., 
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ou par rapport à celles qui occuperont leurs places. En d’autres 
fermes, après un déplacement quelconque des n variables x, y, 
Z, ..., il existera toujours un groupe composé de a variables dont 

Dsera fonction symétrique; et, puisque a, par hypothèse, surpasse -i 
ce groupe devra toujours renfermer au moins une des variables a, 
y, ... qui le composaient primitivement. Cela posé, concevons que, 
sans altérer £2, on puisse faire entrer p dans ce groupe, on le faisant 
passer à la placé primitivement occupée par Tune des variables a, 6, 

y, Alors P se trouvera renfermé dans le groupe dont il s’agit, avec 

l’une au moins de ces variables, avec a par exemple. Donc O sera fonc- 
tion symétrique de p et de a; en sorte que, sans altérer £2, on pourra 
échanger entre elles ces deux variables. D’ailleurs, cette pro[)riété 
dont.jouiront les variables p et a tiendra évidemment, non pas à la 
forme des lettres qui représentent ces variables, mais à la place 
qu’elles occupaient dans la fonction £2 et à la nature de cette lonc- 
tion. Enfin, il est clair qu’avant de faire entrer p dans le groupe pri- 
mitivement composé des variables a, ë, y, ... dont £2 était fonction 
symétrique, on pouvait permuter ces variables d’une manière (juel- 
conque, et, par conséquent, faire passer à la place de a l’une quel- 
conque d’entre elles. Donc, dans l’hypothèse admise, on peut, sans 
altérer £2, échanger p, non seulement avec a, mais encore avec l’iine 
quelconque des variables 

6 , y, 

et, par suite, £2 est une fonction symétrique, non seulement d('s a va- 
riables 

a, ê, y, 

mais encore des a -y i variables 

S, y, p. 

On prouvera de même que, si la variable ç peut entrer aussi dans le 
groupe primitivement formé par les a variables 


(X, 6, y, 
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('I., par conséquent, dans le groupe primitivement formé par les 
a H- I variables 

G, J/, p, 

il sera fonction symétrique des a + 2 variables 

G, y, p, ç; 

et. (ui continuant de la sorte, on obtiendra définitivement la propo- 
sition énoncée. 

Corollaire. — Le théorîmie 1 entraine évidemment la proposition 
snivanl(' : 

1 iiKouKME n. — ,S’« une fonclion iransilive ù de n variables x, y, 
Z, .. . est en môme temps symétrique par rapport ci plusieurs de ces 
variables, savoir, par rapport aux variables 

oc, 6, y, ..., 

et SI d ailleurs le nombre, a de ces dernières variables surpasse ^ , alors O 
sera nécessairement fonclion symétrique des n variables x, y, z, 

Corollaire I. — Si, //. étant supérieur à 2 , une fonction transitive û 
de n varial)les x, y, z, ... (‘st en même temps fonction symétrique 
de n - I varial)le.s y, ..., elle sera nécessairement fonction symê- 
IriqiK^ de. toutes les variables x,y, z, 

Corollaire II. — Si, n étant supérieur à 3, une fonction transitive ù 
d(> n variabbïs x, y, z, u, ... est en môme temps fonction symétrique 
de n 2 variables x;, a, ..., elle sera nécessairement fonction symé- 
(riqu(' de toutccs les variables, à moins que l’on n’ait /^ = 4. Si n se 
réduisait etïéctivemcnt au nombre 4, alors, en posant, par exemple,’ 

^2 'TT. X y ■+■ z U, 

on obtiendrait pour ù une fonction transitive de quatre variables, qui 
serait symétrique par rapport k deux variables a? et j ou .s et u, sans 
être symétrique par rapport aux quatre yariables x, y, z, u. 
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Corollaire III. — Si, n étant supérieur à 4, une fonction transitive 
de n variables x, y, z, u, ç, .. . est en même tqmps fonction symétrique 
de rt — 3 variables m, e, . . . , elle sera nécessairement fonction symé- 
trique de toutes les variables, à moins que l’on n’ait n = 5 ou n = 6 . 
Il est d’ailleurs aisé de s’assurer qu’on ne doit pas même exclure le 
cas où. l’on aurait n = 5, et qu’une fonction transitive de cinq variables 
ne peut être symétrique par rapport à deux d’entre elles sans être symé- 
trique par rapport à toutes ces variables. 

Corollaire IV. — Si, n étant supérieur à 5, une fonction transi- 
tive fî de n variables x, y, z, u, v, w, ... est en même temps fonction 

symétrique de « — 4 variables v, rv elle sera nécessairement 

fonction symétrique de toutes les variables, à moins que 1 ,’on n’ait 
/?. = 6 , n = 7, ou n = 8. D’ailleurs on reconnaîtra encore facilement 
que le cas où l’on aurait = 7 ne doit pas être excepté. 

Corollaire V. — Les propositions énoncées dans les corollaires III 
et IV ne subsistent plus quand on a = 6 ou n = 8 ; et, si l’on pose 

V 

en particulier n = 6, alors, en prenant, par exemple, 

rr. xy H- Æ « -)- 


on obtiendra une fonction transitive qui sera symétrique par rapport 
k deux ou trois variables sans être symétrique par rapport à toutes, 
et qui offrira, en effet, dans le premier cas, quinze valeurs distinttes; 
dans le second cas, dix valeurs distinctes seulement. 


§ II. — Formules et propositions diverses qui se rapportent 
aux fonctions transitives. 

11 arrive souvent que les n variables 


X, y, Z, ..., 

renfermées dans une fonction transitive û, peuvent être partagées en 
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divers groupes 

S, 7, 

* * • » 

9 » 4 '- •••. 

tellement composés que toute substitution qui n’altëre pas la valeur 
de ü ait pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chaque 
groupe, ou d’échanger les groupes entre eux, sans altérer leur compo- 
sition. Nous dirons alors que la fonction iQ est une fonction transitive 
complexe. Pour une telle fonction, les divers groupes formés avec les 
variables renferment tous le même nombre a de lettres, et par suite, 
si l’on nomme k le nombre des groupes, on a 

( i) ka^ n. 

Ou doit en conclure que chacun des nombres ^ et a est un diviseur 
don. Si, d’ailleurs, on nomme iT le nombre des valeurs égales que 
peut acquérir une fonction transitive complexe Û quand on se borne 
à échanger entre eux les divers groupes formés avec les variables, et Z: 
le nombre des valeurs égales que la même fonction peut acquérir 
quand on se borne à déplacer des variables dans un ou plusieurs 
groupes, sans déplacer les groupes eux-mêmes ; le nombre total A/ des 
valeurs égales de ü sera évidemment déterminé par l’équation 

( ■.< ) M = KL. 

Soit maintenant m le nombre des valeurs distinctes de la fonction 
transitive complexe O, et posons 

( 3 ) • TV I . 2 . 3 . . . /t, 

on aura 

N 

{'a) rn = -j^. 

D’autre part, on prouvera facilement que les nombres 


K, L 
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sont respectivement diviseurs des produits 

1.2... A", 


et, en posant, pour abréger. 


(5) 

(6) 


^ — ’ -C— t; ’ 


b : 


I . 2 ... /I 


(l .2. . .A ) (I .2. . 


on tirera des formules (2) et (4) 

(7) 


Si les divers groupes formés avec les variables x, y, z, ... sont 
indépendants les uns des autres, c’est-à-dire, en d’autres termes, si 
des déplacements simultanément effectués dans les divers gronjx's, 
en vertu d’une substitution qui n’altère pas la valeur de ü, peuvent 
aussi s’effectuer séparément sans altération de cette valeur, alors la 
valeur de L sera de la forme 

( 8 ) 

A désignant le nombre des valeurs égales que pourra obt.enir la fonc- 
tion û, en vertu des substitutions qui se .borneront à déplacer des 
variables dans un seul groupe. Alors aussi, en posant, pour abrégc'r. 


on aura 

(10) ' 

et des formules (2), (7), jointes aux équations (8), (10), on déduira 
immédiatement la formule (i) de la page 3o5 et la formule (G) de 
la page 3o6, savoir. 


(’O 

(12) 


M=ÆA^-, 
m zz: <Db^QlU^^ 
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Pour montrer une application fort simple des formules ( 2 ) et ( 7 ), 
supposons n = 6, 

U + ys^x^ p pp^ •+■ zd^y^ pp p^. 

Alors ù sera une fonction transitive complexe des six variables a;, y, 
Z, U, P, w, avec lesquelles on pourra former deux groupes 


y, 

U, P, w, 

qui ne seront pas indépendants l’un de l’autre. On aura, par suite, 

a — Z, k 

On trouvera, d’ailleurs, 


K— 2 , 


1 .2 






et l’on en conclura 


1.2. 3 . 4. 5 . 6 

X = -, — 5— =10, 

(1.2) 1.2.3)- 


M=2.3 — 6, 

m = 10. 1.I2 “ 120. 


Pour montrer une application des formules (i i) et ( 12 ), supposons 
« = 4 > et 

S 2 = xy + Z U. 

Alors O sera une fonction transitive complexe des quatre variables 
X, y, Z, U, avec lesquelles on pourra former deux groupes 

X, y, . 

Zy U, 

qui seront indépendants l’un de l’autre. On aura, par suite, 

az= 2, k — 2. 

On trouvera d’ailleurs 

K=2, ^=—=. 1 , A = 2, Js, = ~ = l, 

2 2 




1 .2. 3. 4 

{ï. 2 ) ( 1 . 2 )- 


= 3 , 


OEuvres de C. — S. I, t. IX. 


4o 
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et l’on en conclura 

M— 2. 2^=8, 
m n: 3* 1. 1 — 3é 

On peut encore établir à l’égard des fonctions transitives diverses 
propositions dignes de remarque, et en particulier les suivantes : 

Théorème I. — Supposons que ü, soit tout à la fois une fonction tran- 
sitive de n variables 

et une fonction intransitive de n — i variables 

y, 5, .... 

Supposons d’ailleurs indépendants les uns des autres les divers groupes 
que l’on obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans 
un même groupe deux variables dont l’une peut passer à la place de 
l’autre, sans que la valeur de ù soit altérée. Enfin soit a le nombre des 
variables comprises dans le groupe ou dans les groupes qui en renferment 
le plus, et supposons que l’un des groupes de a lettres se compose des 
imriables’ 

a, g, y, 

Lorsqu’on voudra rendre immobile, non plus la variable x, mais une 
quelconque des variables situées hors du groupe a, ê, y, . . . , le même 
groupe se réproduira toujours. 

Démonstration. — En effet, le groupe a, 6, y, . . . étant l’un de ceux 
que l’on forme quand on suppose x immobile, et étant, dans cet((‘ 
hypothèse, indépendant de tous les autres, on pourra, sans altérer la 
valeur de la fonction û, faire passer une quelconque des variables di^ 
ce groupe à la place d’une autre, par exemple 6 à la place do a, en 
opérant des substitutions qui ne renfermeront aucune des variabb^s 
situées hors du groupe, et, par conséquent, en laissant immobile, 
chacune de ces dernières variables. Donc deux variables choisies arbi- 
tiaiiement dans le groupe a, y, ... se trouveront réunies encore 
dans l’un des groupes que' l’on formera en laissant immobile uiu' 
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variable quelconque t située hors de ce groupe. Mais, la fonction ù 
étant supposée transitive, t pourra prendre la place de x', par suite, 
les groupes que l’on formera en laissante! immobile seront semblables 
aux groupes que Ton formera* en laissant x immobile ; et, dans les 
deux cas, les groupes correspondants offrii’ont nécessairement les 
mêmes nombres de lettres. Donc, puisque a est le nombre maximum 
des lettres dans les groupes formés quand x est immobile, a sera aussi 
le nombre maximum des lettres comprises dans les groupes que l’on 
formera, en laissant t immobile; et, puisqu’alors un des groupes ren- 
fermei’a les a lettres a, ê, y, . . . , il n’en renfermera pas d’autres. Donc 
le groupe a, S, y, ... se reproduira toujours dans le cas où on laissera 
immobile l’une quelconque des variables situées hors de ce groupe. 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
soient ■ 

O; 6 , ■/, ... 

et 

If pï ... 

deux groupes de n lettres, correspondants, le premier, au cas où l’on sup- 
pose immohile une certaine variable x, le second, au cas où l’on suppose 
immobile une autre variable y. Si le nombre a vérifie la condition 

(i3) ■ •ia<,n, 

d est- à-dire si le nombre a est inférieur à ^ > alors les deux groupes dont ü 
s’agit rî offriront pas de lettres communes, quand ils seront distincts l'un 
de l’autre. 

Démonstration. — En effet, la condition (i3) étant supposée rem- 
plie, il existera, parmi les n variables 

X, y, s, ..., 

au moins une variable t située en dehors des deux groupes 

g, y, ..., 

Pj V, . . . , 
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dont chacun renferme a lettres. Donc, chacun de ces deux groupes se 
reproduira quand on laissera t immobile (théorème 1); et, par suite, 
si ces deux groupes sont distincts l’un de l’autre, ils n’offriront pas de 
lettres communes. 

Corollaire. — La fonction O étant supposée transitive, une variable 
quelconque t pourra passer à la place de a, sans que la valeur de O soi t 
altérée; donc, une variable quelconque t fera nécessairement partie 
d’un groupe semblable au groupe a, 6, y, ... et composé pareillement 
de a lettres. Donc, les mômes choses étant posées que dans les théo- 
rèmes I et II, si l’on réunit toujours dans un môme groupe deux 
variables dont l’une peut prendre la place de l’autre, en vertu d’une 
substitution qui, sans altérer la valeur de û, déplace moins de 
n lettres, les divers groupes que l’on formera renfermeront chacun 
a variables, et deux quelconques de ces groupes n’offriront pas de 
lettres communes. Or, comme cette faculté qu’on aura de pouvoir 
séparer les variables 

X, y, Z, ... 

en groupes distincts et composés chacun de a variables tiendra évi- 
demment, non pas à la forme des lettres qui repi’ésententles variabbîs, 
mais aux places qu’elles occupent dans la fonction û, et à la nature ch' 
cette fonction, il est clair que, après une substitution quelconque, h's 
mêmes groupes devront se reproduire, quel que soit le nombre des 
lettres déplacées. Donc, une substitution quelconque aura toujours 
pour effet unique, ou de déplacer des lettres dans chaque groupe, ou 
d’échanger les groupes entre eux, en laissant invariable la composi- 
tion de chaque groupe. Enfin, les groupes devront être nécessairement 
déplacés par toute substitution qui fera passer à la place l’une de 
l’autre deux variables comprises dans deux groupes différents com- 
posés chacun de a lettres. Donc, dans l’hypothèse admise, la fonction £2 
sera du nombre de celles que nous appellerons fonctions transitives 
complexes, si le nombre a surpasse l’unité; et l’on peut énoncer la 
proposition suivante : 
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Théorème HL Supposons que O soit tout à la fois une fonction tran- 
sitive de n variables 

CO, y, Z, ... 

et une fonction intransitive de n — i vanàbles 

7 , 5 , ... . 

Supposons d'ailleurs indépendants les uns des autres les divers groupes 
quon obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans un 
même groupe deux variables dont Viine peut passer à la place de Vautre 
sans que la valeur de lî soit altérée. Enfin, soit a le nombre des variables 
comprises dans le groupe ou dans les groupes qui en renferment le plus. 
Si le nombre a est inférieur à mais supérieur à Vanité, £î sera une 
fonction transitive complexe des n variables 

X, y, Z, . . . , 

qui pourront être partagées en groupes composés chacun de a lettres telle- 
ment choisies, que toute substitution qui n’altérera pas la valeur de û 
aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chacun de ces 
groupes, ou d’échanger ces groupes entre eux. 

Exemple. — Pour obtenir une fonction ù de « variables, sur 
laquelle se vérifie le théorème qu’on vient d’énoncer, il suffit de 
prendre « = 6 et 

zi: xyz- v^ -f- zuv^ vv^ x^y^ + vwx^y'^ lâ. 

Alors, X demeurant immobile, ù est une fonction intransitive des cinq 
variables 

y, Z, U, O, ■ w, 

qui se partagent en trois groupes, indépendants et non permutables 
entre eux, dont chacun renferme une ou deux variables, ces trois 
groupes étant 



V, W. 
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Mais, quand redevient mobile, £2 est évidemment une fonction tran- 
sitive complexe des six variables 

J'y ^9 ^9 ^'9 ^^9 

qui se partagent en trois groupes indépendants et permutables entn^ 
eux, dont chacun renferme deux variables, ces trois groupes étant 


■a?, y, 

& 

i’, W, 

Corollaire I. — Le théorème précédent peut être étendu au cas 

même où l’on aurait a = - • En effet, soient, dans ce cas, 

2 

a, ê, y, ..., 

... 

deux groupes, composés chacun de a lettres, dont on obtient le pre- 
mier en laissant immobile la variable x, le second on laissanLimnio- 
bile une autre variable y. S’ils offrent une ou plusieurs lettres 
communes, il existera au moins une variable t située au dehors de 
chacun d’eux, et par suite ils ne pourront être distincts l’un d(‘ 
l’autre (toïV* le théorème I). Donc, s’ils sont distincts, ils renferuu'- 
ront chacun la moitié des variables x, y, z, , comprises dans la 
fonction 0, et cette fonction sera une fonction transitive complexe di's 
variables x, y, z, ..., qui pourront être partagées en deux groujtes 
composés chacun de a variables. 

Corollaire IL — Supposons maintenant que le nombre a soit supé- 
rieur à JJ et posons 

n — a = b. 

Alors on aura 


et, parmi les groupes que l’on formera en laissant immobile une 
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variable æ, un seul sera composé de a lettres 


Nommons 


a, ê, y, — 


F» 


les lettres qui resteront en dehors de ce groupe et qui seront en 
nombre égal à h. Chacune d’elles jouira de cette propriété remar- 
quable que, si on la rend immobile, le groupe a, 6, y, ... se repro- 
duira toujours. Il y a plus : le groupe a, ê, y, . . . cessera évidemment 
de se reproduire si l’on rend immobile une des variables comprises 
dans ce groupe; et par suite les h variables 


n, V, 


formeront un nouveau système ou groupe de variables qui jouiront, 
eiX(‘lusivemcnt à toutes autres, de la propriété dont il s’agit. Mais la 
fonction û étant, par hypothèse, une fonction transitive, un autre 
groupe de h variables 

X', g', v', ... 


jouira encore de la même propriété relativement à un autre groupe 
de a variables 

6', y', 

et, non seulement le groupe 

V, g', v', ... 


devra être distinct du groupe 

X, g, V, ..., 

mais, de plus, ces deux groupes n’offriront pas de lettres communes. 
En continuant ainsi, on verra, dans l’hypothèse admise, les «variables 


y y * * ■ 

se partager en divers groupes, composés chacun de h variables telle' 
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ment choisies, que deux quelconques de ces groupes n’offriront pas 
de lettres communes. D’ailleurs, il est clair que, après une quel- 
conque des substitutions qui n’altèrent pas la valeur de O, ces mêmes 
groupes devront toujours se reproduire, et l’on doit en conclure que 
sera une fonction transitive complexe. On peut donc énoncer encore 
la proposition suivante : 

Théorème IV. — Supposons que O soit tout à la fois une fonction tran- 
sitive de n variables 

X, y, s, ... 

<4 

et une fonction intransitive de n ~i variables 

y i » 

Supposons, d'ailleurs, indépendants les uns des autres les divers groupes 
quon obtient quand, x demeurant immobile, on réunit toujours dans un 
même groupe deux variables dont l'une peut passer à la pHàce de Vautre, 
sans que la valeur de O soit altérée. Enfin, soit a le nombre des variables 
comprises dans le groupe qui en renferme le plus, et posons 

h =.71 — a. 

Si le nombre a est supérieur à û sera une fonction transitive complexe 

des n variables 

X, J, 

qui pourront être partagées en groupes composés chacun de b lettres telle- 
ment choisies, que toute substitution qui n altérera pas la valeur de û 
aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans chacun de ces 
groupes, ou d'échanger ces groupes entre eux. 

Exemple, — Pour obtenir une fonction ü de n variables, sur 
laquelle se vérifie le théorème qu’on vient d’énoncer, il suffit de 
prendre n== 6 et 

Ù = xy H- zii çw. 

Alors, X demeurant immobile, ù est une fonction intransitive des 


cinq variables 
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7, w, iv, 

qui se partagent en deux groupes indépendants et non permutables 
entre eux, composés, le premier, d’une seule variable y, le second, 
de quatre variables s, u, e, iv. Mais, quand x redevient mobile, û est 
une fonction transitive complexe des si;^ variables 

y y -J c, 

qui s(‘ partagent en trois groupes indépendants et permutables entre 
(Uix, savoir : 

fy 

-, i/, 

iv. 

Des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage 
pour établir le théorème III suffiraient encore évidemment pour 
démontrer la proposition suivante r 

Tin:oiU':MC V. — Soient ù une fonction transitive des n variables 

X, J, .G, 

et l an des nombres entiers inférieurs à n. Supposons d'ailleurs que, dans 
le cas üiï une variable x demeure immobile, les variables restantes 


y y 

se partagent en plusieurs groupes indépendants les uns des autres, quand 
on réunit dans un même groupe deux variables dont Vune peut passer à 
la place de Vautre, en vertu d'une substitution qui n altère pas la valeur 
de Ll, et qui déplace l variables au plus, Enfin, soit a le nombre des 
variables comprises dans le groupe ou dans les groupes les plus considé- 
rables. Si le nombre a est inférieur à £2 sera une fonction transitive 
complexe des variables 

X, y, Z, 

,î 

et ces variables se partageront en groupes distincts composes chacun, de 

OEui^res de C. — S. ï, t. IX. 
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a lettres tellement choisies, que toute substitution qui ri altérera pas la 
valeur de O aura pour effet unique, ou de déplacer des variables dans 
chaque groupe, ou d’échanger les groupes entre eux. 

Pour qu’une fonction de n variables 

X, y, Z, ... 

soit effectivement une fonction transitive complexe, il est nécessaire 
que les groupes formés avec les diverses variables, de manière à 
remplir les conditions que nous venons de rappeler, renferment 
chacun plusieurs variables; en d’autres termes, il est nécessaire que 
le nombre a des variables comprises dans chaque groupe surpasse 
l’unité. 

Si le nombre a se réduisait à l’unité, cela signifierait que, la variable n 
devenant immobile, toutes les autres variables y, ss, ... le deviennent 
également. Alors on pourrait affirmer : i® que la fonction transitive, 
représentée par O dans le théorème III, offre précisément n valeurs 
égales; 2° que toute substitution qui n’altère pas la valeur de O ('st, 
ou une substitution circulaire de l’ordre n, ou le produit de k substi- 
tutions circulaires de l’ordre r» le nombre k étant un diviseur de //. 

Au reste, je reviendrai sur ce sujet dans un autre article, où j’indi- 
querai la forme générale des substitutions qui laissc.nt intaeù* la 
valeur de O, en déplaçant le moins de variables qu’il est possibh;, et 
où je montrerai que, si l’on multiplie l’une par l’autre deux substitu- 
tions quelconques, l’ordre de la substitution nouvelle ainsi obteniu' 
ne sera jamais altéré quand on échangera entre eux les deux factc'urs. 
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Anat.yse mathématique. — Su7' le nombre des valeurs égales ou inégales 
que peut acquérir une fonction de n vaiiables indépendantes, quand 
on permute ces variables entre elles d’une manière quelconque, 

C. R., T. XXI, p. 779 (G octobre ). 


§ 1. — Recherches nouvelles sur les substitutions. 

Soit O une fonction donnée de n variables 

y? • • • > 

(‘t désignons par de simples lettres P, Q, R, . . . des substitutions rela- 
tives à CCS mêmes variables. Si l’on nomme a l’ordre de la substitu- 
tion P, a sera la plus petite des valeurs entières de l pour lesquelles 
se vérifiera la formule 
(O P'=.. 

De [)lus, / et ^ étant des nombres entiers quelconques, on aura géné- 
ralement 

P'. 

Pour assigner une signification précise à la notation P~', il suffit 
d’ét(;ndre, par analogie, l’équation ( 2 ) au cas même où / devient 
négatif. Alors on trouve 

(: 5 ) 

et, en particulier, 

( 4 ) , p-’ = P“-‘. 

Si, pour fixer les idées, on suppose a — 6 et 


on aura 


P-l— P3r::(a;, Z, y) {U, (’). 
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D’ailleurs, si la substitution P fait passer une certaine variable y à 
la place d’une autre variable cc, il est clair que, réciproquement, .r 
viendra remplacer / en vertu de la substitution 

pa-l_ p-I_ 


Nous dirons, pour cette raison, que la substitution P”' est Vinverse de 
la substitution P. Dans le cas particulier où l’on a 


)n a aussi 


P = {a;,y), 
P-‘ = (aj, r). 


3uisqu’une substitution circulaire du second ordre a pour effet 
inique de remplacer l’une par l’autre deux variabbis données. Dans 
e cas général, les facteurs circulaires dans lesquels pourra se décom- 
loser la substitution P"* seront évidemment inverses des facteurs edr- 
•ulaires dans lesquels se décomposera la substitution P. 

Ajoutons que l’inverse de la substitution P’' est évidemment P ^ 
Soient maintenant 


P, Q 


leux substitutions différentes, la première de l’ordre a, la s(‘Conde de 
'ordre h, et posons 

R = PQ, S = QP. 

)n en conclura 

R==PQPQ, S’-=rQPQP, 


te.; puis on tirera de ces diverses équations 


RP =PS, 
R2P=:PS=, 


it généralement 

5) R'P = PS', 

étant un nombre entier quelconque. Or il résulte évidemment de 
'équation (5) que, des deux formules 
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la première entraînera toujours la seconde et réciproquement. Donc 
la plus petite valeur entière de l, propre à vérifier la première for- 
mule, sera aussi la plus petite valeur entière de l propre à vérifier la 
seconde. Donc R et S seront toujours deux substitutions de même 
ordre, et l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème 1 . — Si l’on multiplie deux substitutions l’une par l’autre, 
on obtiendra pour produit une troisième substitution dont l’ordre ne 
2'ariera pas quand on échangera entre eux les deux facteurs. 

Ainsi, par exemple, si l’on multiplie : {oc, y') par (y, z); 2'’ (y, z) 
par (oc, y), on obtiendra pour produit, dans le second cas comme dans 
le premier, une substitution du second ordre, et l’on trouvera 

(y,-) {0:,}') = {X, Z, y), {x,y) (y,z) = {x,y,z). 

Deux substitutions étant toujours inverses l’une de l’autre, quand 
leur produit est l’unité, on en conclut que la substitution PQ a pour 
inverse Q“'P~', et que, pareillement, la substitution P'^Q* a pour 
inverse Q“'^P~''‘. 

Concevons maintenant que la suite . , 

( 7 ) I, P, Q, R, S, ... 

représente un système de substitutions conjuguées. Si l’on nomme a 
l’ordre de la substitution P, la suite (7) devra renfermer, en premier 
lieu, les substitutions 

(8) I, P, P^ ..., 

Soit, d’ailleui’s, Q une des substitutions qui font partie de la suite (7 ), 
sans être renfermées dans la suite (8). La suite (7) renfermera les 
substitutions 

(9) Q, PQ, P^Q, .•••, P“-‘Q, 

et aucune de celles-ci ne pourra se confondre avec l’une des substi- 
tutions 


I, P, PS ..., P“-‘; 
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car, si Ton avait, par exemple. 


on en conclurait 


P^Qz=pA, 
Q = 


Soit encore R une substitution qui fasse partie de la suite (7), sans 
être renfermée ni dans la suite (8), ni dans la suite (9). La suite (7) 
renfermera nécessairement les substitutions 


R, PR, P^R, P“-’R, 

et aucune de ces dernières ne sera comprise ni dans la suite (8), ni 
même dans la suite (9); car, si l’on avait, par exemple, 

piR _ pAQ^ 

on en conclurait 

R = p/'-*Q. 


En continuant ainsi, on partagera finalement la suite des substitutions 
conjuguées 


P, Q, R, 


en plusieurs auites 


/ I, P, P% ..., P“-', 

Q, PQ, psQ, ..., P“-‘Q, 

1 R, PR, P^R, ..., P“-‘R, 


dont chacune renfermera a substitutions diverses. Donc, si l’on 
nomme I le nombre des substitutions conjuguées 

I, P, Q, R, ..., 

ou, ce qui revient au même, l’ordre de leur système, I sera un mul- 
tiple de a. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème IL — L’ordre d’un système de substitutions conjuguées est 
divisible par l’ordre de chacune de ces substitutions. 

Corollaire. — Il importe d’observer que, en raisonnant toujours de 



EXTRAIT N° 303. 337 

la même manière, on pourrait intervertir l’ordre des facteurs, et sub- 
stituer ainsi au Tableau (10) un Tableau de la forme 

' I. P, P^ ..., P“-', 

j Q- QP. QP^ ••., QP“-', 

|r, RP, RP’-, RP«-', 

' ' • > * * • > • • • ? • • • J 

On peut encore établir la proposition suivante : 

Tiikouème III. — Soient 

P, Q 

(leujc- suhslilulioiis , Ici première de l ordre ci, la seconde de l’ordre h, et 
supposons qu aucune des substitutions 

P, P2, P«-> 

ne se retrouve parmi les substitutions 

Q, Q% Q^-‘, 

en sorte c/ue réejuation 

(r.!) P*=Q* 

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l’on a 

P/‘rz:t, 

Supposons encore, cjuc les deux suites 


(.3) 

P, 

PQ, 

P*Q, •• 

., P«-‘Q 

cl 

(- 4 ) 

Q, 

QP, 

QPb .. 

., QP“-' 


offrent précisément les mêmes substitutions, rangées seulement suivant 
deux ordres différents. Alors toutes les dérivées des deux substitutions P, Q 
seront comprises dans chacune des formes 

(i5) P"Q*, Q'-P", 

et, par suite, ces dérivées offriront un système de substitutions conjuguées 
dont l’ordre sera égal au produit ah. 
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Bémonslration. — En effet, pour déduire les dérivées dont il s’agit 
les unes des autres, et pour les déduire même des substitutions I’ et Q, 
il suffira d’effectuer des multiplications successives dans lesquelles 
le multiplicateur sera toujours P ou Q, le multiplicande étant I’uik' 
des dérivées déjà obtenues. Or, si dans ces multiplications on ('m[)loie 
une seule fois le facteur Q, la forme la plus générab' du [troduit 
obtenu R sera 

R “ P^'QP^ 

et, dans l’hypothèse admise, on pourra réduire ce produit H à I’uik' 
quelconque des deux formes P'^Q, QP'^, puisqu’on pourra écbangu'r le 
facteur Q avec l’un quelconque des facteurs P''', 1’^*', (mi modillaut 
convenablement la valeur de h ou A'. Si l’on (miploie ihnix ibis le 
facteur Q, la forme la plus générale du produit obtenu H si'ra 

R=-- P/‘QP*'QPA '. 

Maison pourra encore échanger chacun des facteurs Q avec une j)uis- 
sance quelconque de P, en modifiant convenabbunent le d(>gré de 

cette puissance, et réduire ainsi R à l’une des formes 1*'''^)’-, Q'-P*, 

Cela posé, les seules dérivées qui pourront être distinctes les uik's 
des autres seront évidemment celles qui sont r(Mif(u-iné(*s dans b' 


Tableau 

' I, 

P, 

Pb 



|Q, 

PQ, 

P’Q, 

P'-'Q, 

(i6) ^ 

1 C!^ 

PQb 

PHjb .. 

-, P"-‘Qb 



• * • * > 

PQ"-’, 

P^Q"-’, .. 

■ * ï 

OU bien encore dans le Tableau 

/ U P, 

Pb 

Pa~l 

• • > A , 

1 

IQ, 

QP, 

QPb 

QP“-', 

( 17 ) 

j Ob 

Q’-P, 

Q^Pb 

• Q^P"-', 


. Q"-b 

. . . . , 

Q"-‘P, 

Q*-’Pb . 

• ■ > > 

. Q^-’P» - 
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D’ailleurs, toutes les substitutions comprises dans chacun de ces Ta- 
bleaux seront certainement distinctes les unes des autres. Car, si l’on 
suppose, par exemple, 

pAQi_pA'Q4-^ 

h, h' étant deux termes de la suite o, i, a, . . . , a — i, deux 

termes de la suite o, i , 2, . . . , è — i , on en conclura 

et, dans l’hypothèse admise, cette dernière équation entraînera les 
deux conditions 

h = h' (mod.a), k'~k (mod.é), 
par conséquent, les deux suivantes 

h'= h, k'=z k. 

Enlin, tous les termes du Tableau (16) ou (17) étant distincts les uns 
des autres, le nombre de ces termes, qui représentera l’ordre du 
système de substitutions conjuguées, sera évidemment égal au pro- 
duit 

Parmi les substitutions que l’on peut former avec n variables 

X, y, Z, 

l’une des plus simples est la substitution circulaire 

dont l’ordre a est précisément le nombre n. 

Si l’on représente les diverses variables par une seule lettre x, suc- 
cessivement affectée des indices 

o, I, 2, ..., « — I, 

alors on aura 

(18) ¥=z[x^,X.i,X^,...,Xn-i). 

Si d’ailleurs on regarde comme pouvant être indifféremment rem- 
placés l’un par l’autre deux indices dont la différence se réduit à un 

OEuvres de C. — S. I, t. IX. 
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multiple de n, de sorte qu’on ait, pour une valeur quelconque du 

nombre entier l, 

Xi Xji^i = X^n-hl — . . • > 

alors, faire subir à une fonction donnée 12 la substitution P*, ce sera 
remplacer généralement xi par ou, en d’autres termes, ce sera 
faire croître l’indice l d’une variable quelconque de la quantité h. 

Après la substitution circulaire ?, qui renferme toutes les variables, 
l’une des substitutions les plus simples est celle qu’on obtient quand 
on multiplie l’indice I d’une variable quelconque par un nombre r 
premier à/i. Nommons Q une telle substitution. Faire subira une fonc- 
tion donnée 12 la substitution Q*, ce sera évidemment multiplier l’in- 
dice I d’une variable quelconque par r*. 

Cela posé, il est clair que, faire subir à une fonction donnée la sub- 
stitution 

Q^pA, 

ce sera remplacer l’indice / d’une variable quelconque par l’indice 

Au contraire, faire subir à une fonction donnée la substitution 

P*'Q*, 

ce sera remplacer l’indice I d’une variable quelconque par l’indice 
Donc on aura généralement 

(ig) p/,'Q4-_ Qip/,^ 

si l’on a 

A'-f- /•*(/+ A), 

ou, ce qui revient au même, si l’on a , 

A'=r*A. 


Mais alors l’équation (19) donnera 

(20) P''^*Q*r= Q*P*. 
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On peut donc énoncer généralement la proposition suivante : 
Théorème IV. — Représentons par 

^09 •• *9 

n variables distinctes, et supposons généralement Xi = x„^i = x^^^+i = 

Soit d’ailleurs 

P — (^Oï . . .J 

enfin, soit r un nombre premier à n, et représentons joarQ la substitution 
gu on obtient quand on remplace Xi par x^i- Alors on aura, pour des va- 
leurs entières quelconques de A. et de k, 

(ai) P'-'AQ*=Q/'^P'‘. 

Corollaire. — Il est bon d’observer que la substitution P et ses 
diverses puissances, quand elles ne se réduisent pas à l’unité, ren- 
ferment les n variables données 

^\9 ^n—\' 

Au contraire, la substitution Q et ses puissances laissent toujours 
immobile au moins la variable x„, même dans le cas où n est un 
nombre premier. Donc les substitutions désignées par P et Q dans le 
théorème IV ne peuvent jamais vérifier la formule 

pA._Q*^ 

si ce n’est dans le cas où l’oûa P* = ,i, Q* = i. D’autre part, en posant 
A = I, on tire de la formule (21) 

(32) P-'^Q'-QP*, 

et il résulte de cette dernière que, dans l’hypothèse admise, les deux 
suites 

Q, PQ, P^Q, •••, P^-'Q. 

Q, QP, QP”-, QP“-‘ 

offrent précisément les mêmes substitutions diversement rangées. 
Enfin Q sera évidemment, ou une substitution circulaire, ou le pro- 
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(luit de plusieurs substitutions circulaires de même ordre, cet ordre 
étant précisément le plus petit nombre entier i que vérifie la formule 

(23) r'=i (mod. «). 

Cela posé, les théorèmes III et IV entraîneront la proposition sui- 
vante : 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV , 
les dérivées des substitutions P, Q seront toutes comprises sous chacune 
des deux formes . 

P*Q*, Q*P*. 

De plus, si l’on nomme i le plus petit nombre entier propre à vérifier la 
formule (aS), i sera précisément l’ordre de la substitution Q, et l’ordre 
du système de toutes les substitutions dérivées rfe P ei! Q sera équivalent 
au produit 

ni. 

Corollaire 1. — n étant un nombre entier quelconque, et r l’un des 
nombres premiers à n, l’exposant l de la puissance à laquelle il faut 
élever la base r pour obtenir un nombre équivalent, suivant le mo- 
dule n, à un reste donné, est ce qu’on nomme Vindice de ce reste. 
Cela posé, le plus petit nombre i propre à vérifier la foi’mule 

/■‘ = i (mod. n) 

n’est autre chose que le plus petit des indices de l’unité. Ce môme 
nombre i est aussi celui qui indique combien l’on peut obtenir de 
restes différents, en divisant par n les termes de la progression géomé- 
trique 

et qui a été, pour cette raison, dans un précédent Mémoire, désigné 
sous le nom à’ indicateur. D’ailleurs, pour un module donné n, l’indi- 
cateur i dépend de la base r et devient un maximum , quand cette 
basé r est une racine primitive du module n. Ajoutons que, si l’on 
nomme 1 l’indicateur maximum, chacun des indicateurs correspon- 
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(lants aux divetses bases représentées par la suite des nombres pre- 
miers à n sera égal à / ou à un diviseur de /. Observons enfin que, si 
l’on pose 

n—pfqs, 

p, q, ... étant les facteurs premiers de n, I sera le plus petit nombre 
qui soit divisible à la fois par chacun des produits 

l’un de ces produits, savoir celui qui répond au facteur 2 , devant être 
remplacé par sa moitié, quand n est pair et divisible par 8. 

Corollaire II. — Si n se réduit à une puissance d’un nombre pre- 
mier/?, en sorte qu’on ait 

n — p-f, 

on trouvera 

I~pf-'{p — i) = n{ï-'^-\- 
\ FJ 

Corollaire III. — Si n se réduit à un nombre premier, on aura sim- 
plement 

— I. 

Les observations que nous venons de faire conduisent immédiate- 
ment à la proposition suivante : 

l’iiéouÈME VI. — Concevons que, n variables indépendantes étant repré- 
sentées par les termes de la suite 

• • •> 

on regarde comme pouvant être indifféremment remplacés l’un par Vautre 
deux indices dont la différence est un multiple de n, et posons 

Soient d’ailleurs r une racine .primitive du module et I l indicateur 
maximum relatif à ce module, c est-a-^dire le plus petit des indices de 
V unité correspondants à la baser. Soit enfin Q la substitution gui consiste 
à remplacer généralement Xi par x^i. L ordre de ta substitution Q sera l in~ 
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dicateur maximum I, et l’ordre du système des substitutions dérivées de P 

et de Q sera représenté par le produit 

nL 

Corollaire /. — Si « est un nombre premier, on aura simplement 
_ I, et, par suite, l’ordre du système des substitutions dérivées 
de P et de Q sera représenté par le produit 

/^(/^ — l). 

Corollaire IL — Concevons maintenant que l’on représente par a 
un diviseur quelconque de n, et par b un diviseur quelconque de /. 
Concevons encore que, dans la formule 

(24) Q*r=:Q*P*, 

OÙ h et k désignent deux nombres entiers quelconques, on remplace h 
par ah, et k par bk‘, on trouvera 

puis en posant, pour abréger, 

( 25 ) R = P«, S = Q", 
on obtiendra la formule 

(26) R’•''‘AS*= 5 *R^ 

dans laquelle R, S représenteront deux substitutions dont ta première 
sera de l’ordre -j la seconde de l’ordre Cela posé, à l’aide de rai- 
sonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour établir 
le théorème V, on déduira immédiatement de la formule (26) la pro- 
position suivante : 

Théorème VII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème VI, 
si l on nomme a un diviseur quelconque de n, et b un diviseur quelconque 
de I, les deux substitutions 


P“, Q* 
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et leurs denvees formeront un système de substitutions conjuguées, dont 
l'ordre sera 

ah 

Au lieu de représenter les diverses variables par une même lettre 
successivement accompagnée d’indices divers, on pourrait continuer 
à les représenter par difFérentes lettres, puis assigner à chaque variable 
un numéro propre à indiquer le rang qu’elle occuperait dans la série 
de ces lettres x,y, z, . .. écrites à la suite l’une de l’autre, suivant un 
ordre arbitrairement choisi. Alors la substitution désignée par Q dans 
les théorèmes précédents serait celle qui consiste à remplacer la 
variable correspondante au numéro l par la variable correspondante 
au numéro rl, ou plutôt au numéro équivalent au reste de la divi- 
sion du produit rl par le nombre n. 

Supposons, pour fixer les idées, « = 5; alors cinq variables, repré- 
sentées par les lettres 

y, 3, U, V, 

pourront être censées correspondre aux numéros 

T, 2, 3, 4, 

Alors aussi, en multipliant les quatre premiers numéros par le fac- 
teur r, on obtiendra les produits 

r, 2 ;-, 3/-, 4/-; 

et, si l’on pose r== 2 , ces produits, divisés par 5, donneront pour 
restes 

2, 4, I, 3. 

Ainsi, dans cette hypothèse, la substitution que nous avons désignée 
par Q aura pour effet de substituer aux variables dont les numéros 
étaient 

I, 2, . 3, 4 

les variables dont les numéros sont 


2, 4, I, 3, 
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c’est-à-dire, en d’autres termes, de substituer aux variables 


les variables 
On aura donc 


X, y, Z, U 


y, U, X, s. 

Q = {^,y, u,z)- 


Cela posé, on conclura du théorème V que les dérivées des deux sub- 
stitutions circulaires 


'P — {x,y,z,u,v), Q — {x,y,u,z) 


sont toutes de la forme 


P* O*, Q*P*, 


et que l’ordre du système de ces dérivées est égal au produit 

5.4 = 20 


des nombres 5 et 4 qui représentent les ordres des substitutions P 
et Q. Ajoutons que, en vertu de la formule ( 20 ), on aura générale- 
ment 

.p2lAQA_Q*pA. 


§ IL — Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre donné 
de valeurs égales ou un nombre donné de valeurs distinctes. 

Soit ù une fonction donnée de n variables indépendanteKS 

X, y, Z, ... . 

Si certaines substitutions n’altèrent pas la valeur de ü, toutes les déri- 
vées de ces substitutions jouiront de la même propriété; et, par suite, 
si l’on nomme 

I, P, Q, R, S, ... 

les substitutions diverses qui n altéreront pas la valeur de la fonction ù, 
celles-ci formeront toujours un système de substitutions conjuguées, dont 
l’ordre U sera précisément le nombre des valeurs égales de iî. 
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On peut aussi démontrer la proposition réciproque, dont voici 
l’énoncé : 

Théorème. — Si M substitutions 

I, P, Q, R, S, 

correspondantes au système de n variables x, y, z, . . . , forment un sys- 
tème de substitutions conjuguées, on pourra toujours trouver une fonc- 
tion 12 de ces variables, qui offre M valeurs égales. 

Démonstration. — Soit s une fonction finie et continue de 

y y • • • > 

choisie arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont iné- 
gales, et posons, pour abréger, 

yV = [ .2. . .n. 

Les valeurs inégales de s, en nombre égal à correspondront aux 
divers arrangements que l’on pourra former avec les variables x, y, 
s, ... ; et, si l’on nomme 

, 9 , 5 ,, ... 

celles de ces valeurs qui seront fournies par les substitutions 

I, P, Q, R, , 

appliquées à la fonction si d’ailleurs on représente par 

une fonction symétrique, finie et continue de s, s^, s^^, . .., cette der- 
nière fonction ne pourra être altérée par aucune des substitutions dont 
il s’agit. Il est aisé d’en conclure que, si l’on pose 

” F {s, . . .), 

le nombre des valeurs égales, de f2 sera égal à ilf ou à un multiple 
de If. Il y a plus : le nombre des valeurs égales de Q ne sera un mul- 
tiple de M que dans certains cas particuliers, par exemple lorsque, s 

OEuvres de C. — S. 1, t. IX. 
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étant une fonction linéaire de æ, y, 2 , .... on prendra pour £2, ou la 
somme ^ 4- • • • , ou une fonction de cette somme. Mais le plus 

souvent le nombre des valeurs égales de 

fî = F(^,5„5,„ ...) 

sera précisément M". On peut en particulier démontrer qu’il en sera 
ainsi quand on posera 

^ ...» 

en prenant pour ^ une fonction linéaire dex,y, z, déterminée par 
une équation de la forme 

sz=aœ-\-by-\-cs-^..., 

et en supposant que, dans cette même équation, les coefficients a, h, 
c, ... des diverses variables sont des quantités inégales dont la somme 
ne s’évanouit pas. Admettons, en effet, cette hypothèse, et soit £ï uiui 
des valeurs qu’on obtient pour la fonction û, en lui appliquant une 
substitution T non comprise dans la suite 

I, P, Q, R, S, — 

Soit d’ailleurs 

a' X H- U y H- d Z -h. . . 

ce que devient s en vertu de la substitution T, les coefficients 

a' , b', c'y 

étant les coefficients donnés 

a, b, c, . .., 

rangés dans un nouvel ordre. La fonction û' renfermera, au lieu du 
facteur s, le facteur s' qui ne sera pas compris dans Ü. Donc il sera 
impossible que l’on ait 

quels que soient x, y, z Car, si cette condition était remplie, tout 

système de valeurs de x, y, z, . .., propre à vérifier l’équation 

OU a'a; -h b'y -h c's -h . . . = O, 
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entraînerait les formules 

iî ~ O, 

et, par suite, l’une des formules 

s — O, S,= 0, S^z= 0 , 

par exemple l’équation 

s = o ou aa; -i- dj -h CS -i- . . . = O. 

Or, des deux équations 

a' CP -h b' y H- c'æ H -. . . = o, ax by + es — o, 

dans lesquelles on a 

a' -y b' -y c' + . . a-y b -y c -y . i 

l’une ne pourrait entraîner constamment l’autre que dans le cas où l’on 
aurait 

a' _b' _c’ _ __a'y-b'-yc’-y... _ 

a b c a y- b -y c y- . . . 

Par conséquent, dans l’hypothèse admise, ù' sera distinct de ü, et l’on 
pourra en dire autant de toutes les valeurs de û produites par des sub- 
stitutions distinctes de 

I, P, Q, R, S, .... 

Donc ces dernières substitutions, dont aucune n’altérera la valeur 
de ù, seront les seules qui jouissent de cette propriété; et leur 
nombre, représenté par M, sera aussi le nombre des valeurs égales 
de la fonction 

£l = ss,s„.... 

Corollaire /. — Le nombre des valeurs de la fonction 12 resterait 
évidemment égal à M si, au lieu de supposer 

(1) s — ax y-by -y es -y . . 

( 2 ) 12 = 55 , 
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on supposait 

( 3 ) 5 = 

( 4 ) = .ç H- 5 , - 1 - H- . . . . 


Rien n’empêche, d’ailleurs, de réduire, dans l’équation (3), les expo- 


sants 

aux nombres entiers 


b, c, 


O, r, 2, n. 


Alors la fonction O, déterminée par l’équation (4), ost une fonction 
entière de cc, y, ;s, . . . , et son degré, indépendant de M, se trouve con- 
stamment représenté par le nombre triangulaire 

n ( n — I ) _ 

— O H” I -+- 2 + 3 H- . . . -f- /^ . 


Au contraire, la fonction ü, déterminée par la formule ( 2 ), est une 
fonction entière de x,y, z, ... du degré M. 

Corollaire IL — Soit I l’indicateur maximum correspondant au 
module n. Soient, de plus, a un diviseur de /^, et un diviseur 
de /. Nous avons vu, dans le § I, que l’on peut toujours obtenir un 
système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit égal au produit 

ni, 

OU même au rapport 

ni 

ab 


Donc, aussi, on pourra toujours, avec n lettres x, y, z, . . . , composer 
une fonction O qui offre un nombre M de valeurs égales, la valeur 
de M étant déterminée par la formule 

( 5 ) . . M—nl, 

ou, plus généraleinent, par la formule 



(6) 
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Ajoutons que le nombre m des valeurs distinctes de cette fonction , 
constamment déterminé par l’équation 


(7) 

sera, dans le premier cas, 

( 8 ) 

dans le second cas, 

(9) 


I .2 . . .« 


M ’ 


I .2. . .(rt — l) 


1.2. ..(/l — l) , 

m — ab. 


Si m se réduit à un nombre premier, on aura I — n — i, et la for- 
mule (8) donnera 

(lo) m=i.2...{n — 2). 

Ainsi, n étant un nombre premier quelconque, on pourra former avec 
n lettres une fonction telle que le nombre de ses valeurs distinctes soit 
égal au produit 

1.2.. .{n — 2). 

Cette remarque avait été déjà faite (voir la Résolution des équations 
numériques, de Lagrange, Note XIII). Au reste, dans un autre article, 
j’indiquerai les conséquences les plus importantes des formules que je ' 
viens d’établir, et je comparerai les résultats qui s’en déduisent avec 
ceux qui étaient déjà connus. 

Corollaire IIL — Si l’on prend successivement pour m les nombres 
2, 3 , 4 , a, 8, 8, 10, 

les valeurs correspondantes de I seront 

) , 2 , 2 , 4 , 2 , 6 , 2 , 6 , 4 , 

et, par suite, les valeurs de m tirées de la formule (8) seront 

» 

I, I, 3 , 6, 6o, 120, 2520 , 6720, 90720, 
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304 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables 
des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu- 
tions conjuguées. 

C. R-, T. XXI, p. 835 (i3 octobre i845). 

§ I. — Des substitutions régulières ou irrégulières. 

Considérons une substitution relative au système de plusieurs va- 
riables x,y, Z., En supposant cette substitution réduite à sa plus 

simple expression, je la nommerai régulière lorsqu’elle se réduira, 
soit à une seule substitution circulaire, soit au produit de plusieurs 
substitutions circulaires de même ordre. Je la nommerai au contraire 
irrégulière lorsqu’elle sera le produit de plusieurs substitutions circu- 
laires d’ordres différents. Cela posé, l’ordre d’une substitution régu- 
lière sera évidemment l’ordre de chacun de ses facteurs circulaires. Dé- 
plus, une telle substitution jouira de cette propriété remarquable, 
qu’une quelconque de ses puissances, distinctes de l’unité, sera encore 
une substitution régulière, qui renfermera toutes les variables com- 
prises dans la première. Ainsi, en particulier, si l’on pose 

P(^,y, s, U, V, w), 

P sera une substitution régulière, et même circulaire du sixième ordre, 
dont les diverses puissances 

P\ P% PS P» 

seront des substitutions régulières du troisième, du second et du 
sixième ordre. On aura, par exemple, 

P^=(x,u)(y,v)(z,w). 

Au contraire, les diverses puissances d’une substitution irrégulière 
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seront, les unes régulières, les autres irrégulières, et celles qui seront 
régulières ne renfermeront qu’une partie des variables comprises dans 
la substitution donnée. Ainsi, par exemple, si l’on pose 

V = {x,y,z){u,v), 

P sera une substitution irrégulière du sixième ordre, et 

P*=(a:, z,y){u, e) 

sera encore une substitution irrégulière du sixième ordre. Mais 

P"=(a7,i:, j), V^={u,v), P‘=(a?, y,5) 

« 

seront des substitutions régulières du troisième ou du second ordre, 
dont chacune ne renfermera nécessairement qu’une partie des varia- 
bles comprises dans P. 

Si l’on désigne généralement par fie nombre des variables que ren- 
fi^rinc une substitution régulière P, l’ordre a de cette substitution et 
le nombre h de ses facteurs circulaires seront évidemment liés à i par 
la formule 

i m ah. 

Cela posé, concevons que l’on range sur a lignes horizontales dis- 
tinctes, et sur h lignes verticales, les i variables comprises dans P, en 
plaçant à la suite l’une de l’autre, dans une même ligne horizontale, 
les variables qui se suivent immédiatement dans un même facteur cir- 
culaire de P. On obtiendra encore une substitution régulière Q de 
l’ordre i, en prenant, pour facteurs de Q, a substitutions circulaires de 
l’ordre h, dans chacune desquelles seront placées, à la suite l’une de 
l’autre, les variables que renferme une même ligne verticale. De plus, 
il est clair que les deux substitutions 

P, Q, 

dont l’une aura pour effet unique d’échanger entre elles les lignes ver- 
ticales, tandis que l’autre aura pour effet unique d’échanger entre elles 
les lignes horizontales, seront deux substitutions permutables entre 
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elles, par conséquent deux substitutions dont les dérivées seront toutes 

comprises dans chacun des Tableaux 



1 

P, 

P^ 

pa-i 

. . . , JT , 


Q, 

QP, 

QPS 

QP--S 

(>) 

QS 

Q^P, 

Q^P^ 

..., Q^P“-*, 



, . . . , 

. ... y 

• • * J 7 


l 

Q^-‘P, 

Q*-ip2^ 

..., Q'>-*P«-‘; 


/ c 

P, 

P\ 

P«— 1 

. . . , X , 


Q, 

PQ, 

P^Q, 

P“-’Q, 

(2) 

j Q\ 

PQS 

P^Q\ 

..., P“-’Q% 



. . . . , 

. .... y 

• * • » > 


1 

PQ*-‘, 

p2Qi-«, 



et formeront un système de substitutions conjuguées de l’ordre i=ab. 
Si, pour fixer les idées, on pose 

J = 4 = 2 X 2, 

alors, avec les quatre variables 

y, 

Z, U, 

rangées sur deux lignes horizontales et sur deux lignes verticales, on 
pourra composer les deux substitutions régulières 

P = («>/) (s, m) et Q. = {a;,z){y,u), 

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions forme- 
ront, avec leurs dérivées 

I et PQ = QP, 

un système de substitutions conjuguées 


c P, 
Q, PQ 
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qui sera du quatrième ordre. Pareillement, si l’on pose 

^=r 6 rr 3 X 2, 

alors, avec les six variables 

y, -, 

M, <-•, 

rangées sur deux lignes horizontales et sur trois lignes verticales, on 
pourra composer les deux substitutions régulières 

P = (•«', y, -) («, v, w), Q = (x, u) {y, (’) (s, w), 

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions forme- 
ront, avec leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées qui 
sera du sixième ordre. Au rester ce dernier système ne sera autre 
chose que te système des puissances de la substitution circulaire 

(x, (V, y, 5, (>), 

dont P et Q représentent les facteurs primitifs. 

Au lieu de ranger les f variables données sur a lignes horizontales et 
sur b lignes verticales, on pourrait représenter ces variables par une 
seule lettre s affectée de deux indices, et représenter même les deux 
systèmes d’indices par deux nouveaux systèmes de lettres 

a, ê, y, . . . , A, [JL, Vy ... . 

Ainsi, par exemple, on pourrait représenter les six variables 





Uy 










et alors les substitutions 

. p = (x, y,5)(M,c, w), Q = (x, w) (y, c) (V) 
s’offriraient sous les formes 

P = (a, ê, y), Q = (l,jj.), 

<ie C. - S.l, t.m. 44 
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qui rendraient sensU)Ies les propriétés qu’ont ces deux substitutions 
d’être permutables entre elles. 

Concevons maintenant que le nombre entier 

i ” abc. . . 

soit décomposable en plusieurs facteurs a,b,c, égaux ou inégaux. 
Alors on pourra représenter i variables diverses 

X, y, Z, ... 

par une seule lettre s affectée de plusieurs indices, le nombre / de ces 
indices étant égal au nombre des facteurs ut, è, c, . . . , et représenter 
même les divers systèmes d’indices par divers' systèmes de lettres 

a, ê, y, ..., 

À, V, • • • ) 

.... 

Cela posé, les substitutions P, Q, ... qui, étant exprimées à l’aide des 
lettres a, é, y. • • • . P-, v, . . . , 9, )(^, . . . , se présenteront sous les 

formes 

(3) P — (a, 6, y, ...), Q =; (À, fx, v, . . .), R = (o, x, J/, . . . ), ' ..., 

seront évidemment des substitutions permutables entre elles, la pre- 
mière de l’ordre a, la seconde de l’ordre b, la troisième de l’ordre c, ..., 
et elles composeront, avec leurs dérivées, un système de substitutions 
conjuguées dont l’ordre sera 

i “ abc . . . . 

Ajoutons que, si les substitutions (3) sont exprimées à l’aide des i let- 
tres 

■^5 7 9 ^9 • • • ) 

chacune d’elles sera une substitution régulière qui renfermera toutes 
ces lettres, P étant le produit de ^ facteurs circulaires de l’ordre a, 

Q étant pareillement le produit de | facteurs circulaires de l’ordre b, .... 
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Dans le cas particulier où les ^ facteurs a, b, c, 
entre eux, on a 

i ~ a‘, 

et les substitutions 

P, Q, R, ... 


deviennent égaux 


torment avec leurs dérivées un système de substitutions diverses 
qui sont toutes d(ï l’ordre a, si a est un nombre premier, à l’exception 
d(‘ (‘.elle qui se réduit à l’unité. 


5^ 11. — Des subsliUitions semblables. 


Soi(mt 


A, R, C, 1) 


quatre arrangements formés avec n variables 


S‘, J, .... 

En vertu des définitions adoptées, les deux substitutions 

"> « = (c) 

i^o.von t semblab/as entre elles, si elles diffèrent uniquement par la forme 
des bdtres qui, dans (;es d(mx substitutions, occupent les mêmes 
|)la(;es. Alors, non seiiUunent les deux substitutions P, Q seront du 
même ordre, mais elles offriront le même nombre de facteurs circu- 
laires ((t le môm(“ nombre de lettres dans les facteurs circulaires cor- 
r((S|)ondants. Alors aussi on aura 

<•) (!:)=(*)> 

et réciproquement, si la condition (2) est remplie, les deux substitu- 
tions 

‘■ = (ï)' « = (c) 


seront semblables l’une à l’autre. 
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Concevons maintenant que l’on pose 


Alors on tirera de la formule ( 2 ), non seulement 


mais encore 


;R- 


D’ailleurs, on aura identiquement 


Donc, eu égard aux formules 

= R. 


D\ /B 


P. 


on aura encore. 
(3) 

Si l’on posait 


Q - RPR- 


S = R-‘ = 

la formule (3) deviendrait 

(4) Q = S-‘QS. 


R- 


Nous pouvons donc conclure de ce qui précède que, P étant une sub 
stitution quelconque, toute substitution semblable à P sera de h 
forme- 

RPR-' 


ou, ce qui revient au même, de la forme 

S-'PS. 

En d’autres termes, toute substitution semblable à P sera le produit dt 
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trois facteurs dont les deux extrêmes seront inverses l’un de l'autre, le 
facteur moyen étant précisément la substitution donnée P. Réciproque- 
ment, tout produit de trois facteurs dont les deux extrêmes seront deux 
substitutions inverses l’une de l’autre, le facteur moyen étant la substitu- 
tion P, sera une substitution semblable à P. 

Concevons maintenant que P, Q soient deux substitutions quel- 
conques semblables ou dissemblables. Les produits 

PQ, QP 

seront, dans tous les cas, non seulement des substitutions de même 
ordre, comme je l’ai remarqué dans un précédent article, mais encore 
des substitutions semblables entre elles. En effet, si l’on pose 

R = PQ, S^QP, 


on en conclura, d’une part. 


et, par suite, 
d’autre part, 
et, par suite. 


P = Q->S 
Rr=Q-*SQ; 
Q = P-‘R 
S = P-'RP. 


§ III. — Des systèmes de substitutions régulières et conjuguées. 
Considérons un système de « variables 

Z, .... 

Soient d’ailleurs a un nombre entier égal ou inférieur à n, et ka un 
multiple de A contenu dans n. Enfin, concevons qu’avec ah variables, 
prises au hasard, on forme A groupes divers composés chacun de a let- 
tres, et nommons 

(O P„ Pî, Pa 

Â substitutions circulaires de l’ordre a, dont chacune soit formée avec 
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>s variables comprises dans un seul groupe. Ces substitutions étant 
ermutables entre elles, le système de ces mêmes substitutions et de 
‘urs dérivées sera de l’ordre 

a''. 

joutons que, si a est un nombre premier, le système dont il s’agit 
mfermera seulement des substitutions régulières de l’ordre a, dont 
uelques-unes, savoir les substitutions (i) et leurs puissances, se 
iduiront à des substitutions circulaires de l’ordre a. 

Soient maintenant b un nombre égal ou inférieur à h, et kb un multiple 
3 b contenu dans h. Avec plusieurs des précédents groupes que j’ap- 
îllerai groupes de première espèce, on pourra composer des groupes 
3 seconde espèce, dont chacun embrasse b groupes de première 
;pèce, et dont le nombre soit égal à k. Cela posé, nommons 

) Qi> Qs • • • , Q/, 

3 s substitutions dont chacune consiste à permuter circulairement 
itre eux les b groupes de première espèce compris dans un seul groupe 
î seconde espèce. Chacune des substitutions (2), exprimée à l’aide 
îs Variables primitives, sera une substitution régulière équivalente 
1 produit de a facteurs circulaires dont chacun sera de l’ordre b \ et 
!S substitutions seront permutables, non seulement entre elles, mais 
icore avec les substitutions (i). Par suite, le système des substitu- 
ons (i) et (2) et de leurs dérivées sera de l’ordre 

joutons que, si <2 et i sont des nombres premiers, le système dont il 
agit se composera uniquement de substitutions régulières, les unes 
} l’ordre a, les autres de l’ordre b. 

En continuant ainsi, on établira généralement la proposition sui- 
mte : 

Théorème I. — Considérons un système de n imriables x, y, z-, 

nent d'ailleurs a un nombre entier, égal ou inférieur à n, et i = ha un 
ultiple de a contenu dans n. Soient encore b un nombre entier, égal ou 


EXTRAIT N” 30i. 


331 


inférieur à h, et kh un multiple de h contenu dans h. Soient pareillement c 
un nombre entier, égal ou inférieur à k-, et le un multiple de c contenu 
dans k. On pourra toujours former, avec i variables arbitrairement choi- 
sies, un système de substitutions conjuguées dont l'ordre sera représenté 
par le produit 

ah yc cy , 

les facteurs circulaires de Vune quelconque de ces substitutions étant tous 
des puissances de substitutions circulaires de V ordre a, ou de V ordre h, 

ou de V ordre c^ Par suite, si les dwers nombres a, b, c, ... sont tous 

des nombres premiers, le système dont il s agit se composera uniquement 
de substitutions régulières dont chacune sera de V ordre a, ou de V ordre b, 
ou de V ordre c, .... 

Corollaire, — En supposant les nombres a, b, c, ,, , tous égaux k un 
môme nombre premier p, on déduit immédiatement du théorème I la 
proposition suivante : 

Tiiéokème II. ■— Considérons un système de n variables. Soit d'ail- 
leurs P un nombre premier égal ou inférieur à n. Soient encore i = hp 
un multiple de p contenu dans n, kp un multiple de p contenu dans A, Ip 

an multiple de p contenu dans k, Avec i variables arbitrairement 

choisies, on pourra toujours former un système de substitutions conju- 
guées et régulières, dont chacune sera de l'ordre p, l'ordre du système 
étant représenté par le produit 

Corollaire, — Rien n’empêche d’admettre que, dans le théorème 
précédent, on désigne par hp le plus grand multiple de p contenu 
dans n, par kp le plus grand multiple de p contenu dans A, par Ip le 
plus grand multiple de p contenu dans k, .... Alors 

pti-y . . . 

se réduit à la plus haute puissance de p qui divise exactement le pro- 
duit 

iV — 1 . 2 . 3 . . . n, 
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et par suite on obtient, à la place du théorème II, la proposition sui- 
vante : 

Théorème III . — Considérons un système de n variables cc, y, z , 

Soient d'ailleurs p un nombre premier, égal ou inférieur à i le plus 
grand multiple de p contenu dans n, et p^ la plus haute puissance de p 
qui dioise exactement le produit 

7V = 1 .2.3. . . rt. 

Avec plusieurs des variables x,y, z, . . . , choisies arbitrairement en nombre 
égal à i, on pourra toujours former un système de substitutions régu- 
lières conjuguées, dont chacune sera de V ordre p, V ordre du système 
étant //. 


IV. — Sur diverses propriétés remarquables des systèmes de substitutions 

conjuguée^ 


Soient 

A, B, C, 


les divers arrangements qui peuvent être formés avec n variables 


y, -, 


et qui sont en nombre égal à iV, la valeur de IV étant 


Les substitutions 

(I) 


I . 2.3. . .«. 



dont le nombre est encore IV, et dont la première se réduit à l’unité, 
formeront toujours un système de substitutions conjuguées, l’ordre de 
ce système étant précisément le nombre IV. 

Soit maintenant 

(5) 1, P, Q, ... 

un système de substitutions conjuguées qui, étant d’un ordre il/ infé- 
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riem* à N, renferme seulement quelques-uns des termes compris dans 
la suite (i), et désignons par U, V, W, ... des substitutions qui fassent 
partie de la suite (i), sans être comprises dans la suite ( 2 ). Si l’on 
désigne par m le nombre des termes de la suite 

(3) I, U, V, W, ..., 
le Tableau 

(4) 


1 '• 

P, 

Q, 

R, 

D, 

UP, 

ÜQ, 

UR, 

r- 

VP, 

VQ, 

VR. 

w, 

WP, 

WQ, 

WR 


olfrira m suites diverses composées chacune de M termes, et tous les 
termes de chaque suite seront distincts les uns des autres. Si d’ailleurs 
deux suites différentes, par exemple la seconde et la troisième, offraient 
des termes égaux, en sorte qu’on eût 


VQ = UP, 

on en conclurait 

' V=üPQ-' 

ou simplement 

V = US, 


S = PQ~' étant un terme de la suite ( 2 ). Donc alors, dans le Tableau (4), 
le premier terme V de la troisième suite serait déjà un des termes de la 
seconde. Donc tous les termes du Tableau (4) seront distincts les uns 
des autres, si le premier terme de chaque suite est pris en dehors des 
suites précédentes. Or, concevons que, en remplissant toujours cette 
condition, l’on ajoute sans cesse au Tableau (4) de nouvelles suites, 
en faisant croître ainsi le nombre m. On ne pourra être arrêté dans 
cette opération qu’à l’instant où le Tableau (4) renfermera les N termes 
compris dans la suite (i). Mais alors on aura évidemment 


( 5 ) 


N=mM. 
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Donc M sera un diviseur de N, et l’on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème I. ~ V ordre d’un système de substitutions conjuguées, rela- 
tives à n variables, est toujours un diviseur du nombre N des arrange- 
ments que l’on peut former avec ces mêmes variables. 

Corollaire. — II est bon d’observer qu’au Tableau (4) on pourrait 
substituer un autre Tableau de la forme 



P, 

Q, 

R, 

U, 

PU, 

QU, 

RU, 

V, 

PV, 

QV, 

RV, 

W, 

PW, 

QW, 

RW^ 


. . . . J . . . . , .... 5 


Soit maintenant 

(7) % A, ... 

un nouveau système de substitutions conjuguées, et nommons ait- 
l’ordre de ce système. Soient, de plus, 

(8.1 I, t), y, Ig), ... 

quelques-unes des substitutions situées en dehors de la suite ( 7 ), et 
formons le Tableau 


( I, te. 


A, 

l t), (PO, 


AT), 

) ■t?, 


AT), 

1 


ATP: 


\ * * y • • • y • • • y • • • > 


Chacune des substitutions comprises dans ce Tableau, étant l’une de 
celles que l’on peut former avec les n variables x, y, z, . . . , se con- 
fondra nécessairement avec l’un des termes du Tableau (4). De plus, 
si deux termes compris dans une même ligne horizontale du Tableau ( 9 ), 
par exemple (fo et se retrouvent dans une même ligne horizontale, 
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par exemple dans la troisième du Tableau ( 4 ), en sorte qu’on ait 
(fo) — VR, ^t)=:VS, 

R, s étant deux termes quelconques de la suite (2), on tirera des 
équations (10), non seulement 

o-’d'-’ — R-‘V-', 

mais encore 

(II) • O-'Ç-'^O^R-’S, 

et par suite la substitution que représente un terme de la 

suite (7), sera semblable à la substitution R-' S, qui représente un 
terme de la suite (2). Enfin, si deux termes compris dans deux lignes 
horizontales du Tableau (9), par exemple 

tf’é) et ^t), 

SC retrouvent dans une même ligne horizontale du Tableau ( 4 ), en 
sorte qu’on ait, par exemple, 

on en conclura, non seulement 


mais encore 
(“t 




( 13 ) 

Donc alors la suite horizontale qui renfermerait le facteur dans le 
Tableau ( 4 ) renfermerait aussi un terme évidemment compris 

dans la troisième suite horizontale du Tableau (9). Cela posé, pour 
que les divers termes du Tableau (g) soient distincts les uns des 
autres, et appartiennent tous à des suites horizontales distinctes du 
Tableau ( 4 ), il suffira évidemment : 1® qu’aucune des substitutions 


Si, ... 
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ne soit semblable à l’une des substitutions 

P, Q, R, 

a*’ que, après avoir formé une ou plusieurs lignes horizontales du 
Tableau (9), on prenne toujours pour premier terme de la ligne sui- 
vante une substitution située, non seulement en dehors des lignes pré- 
cédentes, mais encore en dehors des lignes horizontales du Tableau (4) 
qui renferment les divers termes appartenant aux lignes déjà écrites 
du Tableau (9). Or, en supposant ces deux conditions remplies, con- 
cevons que l’on allonge de plus en plus le Tableau (9), en ajoutant 
sans cesse à ce Tableau de nouvelles suites horizontales. On ne pourra 
être arrêté dans cette opération qu’à l’instant où le Tableau (9) ren- 
fermera un terme pris dans chacune des lignes horizontales du Ta- 
bleau (4); et comme d’ailleurs, à cet instant, deux termes distincts du 
Tableau (9) seront encore deux termes qui appartiendront à deux 
lignes horizontales distinctes du Tableau (4), il est clair que le 
nombre m de ces lignes horizontales sera égal au nombre des termes 
du Tableau (9), par conséquent à un multiple du nombre 3ii. des 
termes 

r, % a, ..., 

renfermés dans la première ligne horizontale du Tableau (9). On peut 
donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Soient 

I, P, Q, R, ..., 

I, A, ... 

deux systèmes de substitutions conjuguées, et relatives à n variables 
diverses. Désignons par M et par 31C les ordres de ces deux systèmes, et 
posons, non seulement 

zV = 1 . 2 . 3 . . . /i, 


mais encore 


N 


N 
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Si aucune des substitutions 

P, Q, R, ... 

nest semblable à Vune des substitutions 

K ..., 

alors OlL sera un diviseur de m, et M un diviseur de m, en sorte que cha- 
cun des rapports égaux 

m m N mm 
W’ M' âfCM' Iv 

sera un nombre entier. 

Le théorème II entraîne évidemment la proposition suivante : 
TiiÉorÈME III. — Soient 

I, P, Q, R, ■ 

I, ^ ... 

♦ 

deux systèmes de substitutions conjuguées, et relatives à n variables 
diverses. Soient d’ailleurs M, DIL les ordres de ces deux systèmes. Si le 
produit MtPiXj riest pas un diviseur du produit 

TV ==: I . 2 . 3 . . /i, 

alors l’une au moins des substitutions 

P, Q, R, ... 

sera semblable à Vune des substitutions 

^ c^a, .... 

Soient maintenant^:» un nombre premier égal ou inférieur à n, et/?*^ 
la plus haute puissance de p qui divise le produit 

= 1 . 2 . 3 . . . 71. 

On pourra, d'après ce qui a été dit dans le § III, supposer que la suite 

I, ... 
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représente un système de substitutions régulières conjuguées dont 
chacune soit de l’ordre p, l’ordre 3TL du système étant égal àp-^. D’autre 
part, si le nombre m n’est pas un multiple de p^, le rapport 


dont le numérateur N est un multiple de p^, sera certainement un 
nombre divisible par p. Donc le théorème III entraînera la proposition 
suivante : 

Théorème IV. — Soit M l’ordre d’un certain système 

% 

I, P, Q, R, ... 

de substitutions conjuguées. Si p est un facteur premier de M, le système 
dont il s’ agit renfermera au moins une substitution régulière de l’ ordre p. 

Corollaire I. — Il suit, par exemple, du théorème précédent que, 
si l’ordre du système de substitutions conjuguées est un nombre pair, 
ce système renfermera au moins une substitution régulière du second 
ordre. 

Corollaire IL — Lorsque le nombre/) est supérieur à la substitu- 
tion régulière de l’ordre p, comprise dans le système donné, ne peut 
être évidemment qu’une substitution circulaire. 

§ V. — Conséquences remarquables des principes établis 
dans les paragraphes précédents. 

Les principes établis dans les précédents paragraphes entraînent 
avec eux plusieurs conséquences, qu’il importe de signaler, relative- 
ment au nombre des valeurs égales ou distinctes que peut acquérir 
une fonction de n variables indépendantes, lorsqu’on permute ces 
variables entre elles de toutes les manières possibles. Ainsi, en parti- 
culier, les théorèmes II, III et IV du § IV entraînent immédiatement 
les propositions suivantes : 
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Théorème I. — Soient Q une fonction de n variables 

•2?, y, 5, . . . , 

et m le nombre des valeurs distinctes de cette fonction. Soit encore 0\L 
l ordre d un certain système de substitutions conjuguées, 

I, ï’, % iR, 

Si aucune des substitutions 

% .'il, ... 

nest semblable à l’une des substitutions 

P, Q, R, 

qui possèdent la propriété de ne pas altérer la l'aleur de ù, m sera divisible 
par 311. 

Nota. — On pourrait établir directement ce dernier théorème, en 
observant que, si 

i2, Q.', £2", ... 

représentent les valeurs distinctes de la fonction donnée, toute substi- 
tution semblable à l’une dé celles qui n’altéreront pas O aura certai- 
nement la propriété de ne pas altérer une des fonctions 0', O" 

Théorème II. — Soient û une fonction de n variables 

'^'9 J'y • • • > 

el m le nombre des valeurs distinctes de celte fonction. Soit, de plus. OFl 
d ordre d’ an certain système de substitutions conjuguées 

I, % Si, .... 

Si DIL nest pas un diçiseur de m, lime au moins des substitutions 

f 

P, Q, R, •••, 

qui possèdent la propriété de ne pas altérer la valeur de la fonction fi, 
sera semblable à l’une des substitutions 


•S, % Si, 



360 


COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 


Corollaire L — Rien n’enapêche de supposer que les substitutions 

A, ... se réduisent à une( seule substitution circulaire dont l’ordre 
soit un nombre premier quelconque p. Alors, à la place du théorème II, 
on obtient la proposition suivante : 

Théorème III. — Soient ü une fonction de n variables, m le nombre 
des valeurs distinctes de cette fonction, et p un nombre premier quel- 
conque inférieur à'n. Si p n est pas un diviseur de m, alors, parmi les 
substitutions circulaires de l’ordre p, on pourra en trouver une ou plu- 
sieurs qui auront la propriété de ne pas altérer la valeur de ü. 

Corollaire L — Il suit, en particulier, du théorème précédent que, 
si le nombre m des valeurs distinctes de O est un nombre impair, on 
pourra, sans altérer cette fonction, opérer au moins une substitution 
circulaire du second ordre. Donc alors cette fonction sera symétrique 
au moins par rapport au système des deux variables. Telle est, par 
exemple, quand on pose n — 4> la fonction 

£2 =: xy ■+- Z U, 

qui offre trois valeurs distinctes. 

Corollaire IL — 11 suit encore du théorème précédent que, si une 
fonction O de n variables indépendantes admet, sans être symétrique, 
un nombre impair de valeurs distinctes, elle sera toujours intransitive 
par rapport à « ou à n — i variables. 

Théorème IV. — Soient O une fonction de n variables x, y, z-, . . . et 
M le nombre des valeurs égales de cette fonction. Si M est divisible par un 
certain nombre premier p, on pourra trouver une ou plusieurs substitu- 
tions régulières de l’ordre p qui posséderont la propriété de ne pas altérer 
la valeur de £l. Uans d’autres articles, f indiquerai encore d’autres con- 
séquences importantes des principes ci-dessus établis. 
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305 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables 
des substitutions régulières ou irrégulières , et des systèmes de substi- 
tutions conjuguées (suite). 

C. R., T. XXI, p. 895 (20 octobre ï845). 

§ I. — Sur les systèmes de substitutions permutables entre eux. 
Considérons n variables 

X, y, Z, ' 

et formons avec ces variables deux systèmes de substitutions conju- 
guées, l’un de l’ordre a, l’autre de l’ordre h. Représentons d’ailleurs 
par 

(1) I, Pi, P.2, Pa— 1 

les substitutions dont se compose le premier système, et par 

(2) I, Qi, Q2, * • ., Qa— 1 

celles dont se compose le second système. Nous dirons que les deux 
systèmes sont permutables entre eux, si tout produit de la forme 

P/,Qa- 

est en même temps de la forme 

QiPft. 

Il pourra d’ailleurs arriver, ou que les indices h et k restent inva- 
riables dans le passage de la première forme à la seconde, en sorte 
qu’on ait 

PaQæ— Qii-Pa; 

ou que les indices h et k varient dans ce passage, en sorte qu’on ait 

PaQa=Qa'Pa', 
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h', k' étant de nouveaux indices, liés d’une certaine manière aux 
nombres h et k. Dans le premier cas, l’une quelconque des substitu- 
tions (i) sera permutable avec l’une quelconque des substitutions (2). 
Dans le second cas, au contraire, deux substitutions de la forme P^, 
Qi cesseront d’être généralement permutables entre elles, quoique le 
système des substitutions de la forme soit permutable avec le sys- 
tème des substitutions de la forme Q*. 

Supposons maintenant que, les systèmes (i) et (2) étant permu- 
tables entre eux, on nomme S une dérivée quelconque des substitu- 
tions comprises dans les deux systèmes. Cette dérivée S sera le produit 
de facteurs dont chacun sera de la forme P^ ou Q*, et l’on pourra, sans 
altérer ce produit : 1° échanger entre eux deux facteurs dont l’un 
serait de la forme P*, l’autre de la forme Q*, pourvu que l’on modifie 
convenablement les valeurs des indices h et 2° réduire deux fac- 
teurs consécutifs de la forme P* à un seul facteur de cette forme; 
3 ° réduire deux facteurs consécutifs de la forme à un seul facteur 
de cette forme. Or il est clair que, à l’aide de tels échanges et de telles 
réductions, on pourra toujours réduire définitivement la substitution S 
à l’une quelconque des deux formes 

PaQa» Q*Pa- 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — Soient 

(1) I, Pl, P2, Pa— t 

et 

(2) T, Qi, Q2, •••> Qé— i 

deux systèmes de substitutions conjuguées, permutables entre eux, le pre- 
mier de l’ordre a, le second de l’ordre b. Toute substitution S, dérivée des 
substitutions (i) et (2), pourra être réduite à chacune des formes 


PaQ*> QtPft- 
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Corollaire. — Concevons maintenant que l’on construise les deux 


Tableaux 

J, 

P., 

p„ ... 

Pa-U 


1 Qi, 

Q( P„ 

Ql P2> • • • : 

Ql Pa-l, 

(3) ^ 

j Q., 

Qa Pu 

Qa Pay • • • î 

Qa P«-u 

1 

1 Q/l-i! 

Qé — 1 P Ij 

Qü>-i Pa? • • • 

Q/>-i Pa-i 

(it 

' I, 

Pl, 

Pa, 

P.-U 

j 

l Qu 

P.Q:, 

P 2 Qu 

P a— 1 Ql» 

{(^) 

Qu 

P 1 Q 2 , 

PaQa, 

Pæ -1 Qa» 



• • • • 1 

P 1 Q/.J--IÏ 

Pa Qh-it 

•••••••? 

Pa-1 Q/?-U 


Deux tornues pris au hasard, non seulement dans une même ligne 
liorizontahï, mais encore dans deux lignes horizontales différentes 
du Tahhïau (3), seront nécessairement distincts l’un de l’autre, si 
les séries (i) et ( 2 ) n’offrent pas de termes communs autres que 
l’unité. Car, si en nommant h, h' deux entiers inférieurs à a, et k, 
k (leux entiers inférieurs à h, on avait, par exemple, 

(5) PaQ/c^Pa'Q/.', 

sans avoir à la fois 

U!— h et k'—k, 

% 

l’équation (5) entraînerait la formule 

en vertu de laqmdle les deux séries offriraient un terme commun qui 
serait distinct de l’unité. Donc, dans l’hypothèse admise, les divers 
termes du Tableau (3), qui offrira toutes les valeurs possibles du pro- 
duit 

Q*P/w 

seront distincts les uns des autres, et par suite les dérivées dis- 
tinctes des substitutions (i) et ( 2 ) se réduiront aux termes de ce 
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Tableau. Donc le système de substitutions conjuguées, formé par ces 
dérivées, sera d’un ordre représenté par le nombre des termes du 
Tableau (3), c’est-à-dire par le produit ab. On pourra d’ailleurs évi- 
demment remplacer le Tableau (3) par le Tableau (4), et, par consé- 
quent, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
les dérivées des substitutions (i) et ( 2 ) formeront un nouveau système de 
substitutions qui seront toutes comprises dans le Tableau (3), ainsi que 
dans le Tableau (4); et l’ordre de ce système sera le produit ab des 
ordres a, b des systèmes (i) et (^ 2 .). 

On peut encore démontrer facilement la proposition suivante qui 
peut être considérée comme réciproque du second théorème : 

Théorème III. — Soient 

(0 I» Pi» P 2 , •••> P«-i> 

(2) I, Qi, Qa, Qô— J 

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l'ordre a, le 
second de Tordre b, qui n’offrent pas de termes communs autres que 
T unité. Si les dérivées de ces deux systèmes forment un nouveau système 
de substitutions conjuguées, dont l’ordre se réduise au produit ab, toutes 
ces dérivées seront comprises dans chacun des Tableaux (3) et (4), et 
par conséquent les systèmes (i) et ( 3 ) seront permutables entre eux. 

Démonstration. — En effet, dans l’hypothèse admise, chacun des- 
Tableaux (3), (4) se composera de termes qui seront tous distincts 
les uns des autres, et qui seront en nombre égal à celui des substitu- 
tions dérivées des substitutions (i) et ( 2 ). Donc il renfermera toutes 
ces substitutions, dont chacune sera tout à la fois de la forme Q*Pa 
et de la forme P^Q*. 

Corollaire. — Les conditions énoncées dans le théorème III seront 
certainement remplies si aucune des substitutions comprises dans les 
systèmes (i) et ( 2 ) n’altère la valeur d’une certaine fonction 12 des 
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variables æ, y, s, . . . , et si d’ailleurs le nombre des valeurs égales de 
cette fonction est précisément le produit ab. On peut donc énoncer 
encore la proposition suivante : 

Théorème IV. — Soient 

(ï) I, Pi, P») •••> Pa-i> 

(^) I) Qi) Q») •••! Qa*-! 

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l’ordre a, le 
second de l’ordre b, qui ri offrent pas de termes communs autres que 
l’unité. Soit d’ailleurs O une fonction dont la valeur ne soit altérée par 
aucune des substitutions (i) ou ( 2 ). Si le nombre des valeurs égales de 
la fonction ù est précisément le produit ab, les systèmes (i) et ( 2 ) seront 
permutables entre eux, et par conséquent l’une quelconque des dérivées 
des substitutions comprises dans ces deux systèmes sera tout ci la fois de 
la forme et de la forme P^Q^. 

Exemple. — Posons « = 4 î la fonction 

a = {x—y) {x — s){y — z) {y— a) {s — u) 

offrira deux valeurs distinctes seulement, par conséquent 12 valeurs 
égales; et, parmi les substitutions qui n’altéreront pas la valeur de 
cette fonction, se trouveront, d’une part, les substitutions du second 
ordre 

l\=^{ir,y){s,u), Pi—{x,z){y,u), P,=z {x, u) {y, z), 

qui forment avec l’unité un système de substitutions régulières con- 
juguées du quatrième ordre; d’autre part, les substitutions du troi- 
sième ordre 

Q = Q-={y,u,s), 

qui forment, avec l’unité, un système de substitutions conjuguées du 
troisième ordre. Cela posé, le produit 3x4 des ordres des deux sys- 
tèmes étant précisément le nombre 12 des valeurs égales de la fonc- 



366 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE. 

tion û, on conclura du théorème IV que les deux systèmes de substi- 
tutions 

I, Pi, Ps, P3, 

I, Q,- 

sont permutables entre eux, et que les dérivées de ces substitutions, 
c’est-à-dire les diverses substitutions en vertu desquelles ü ne chan- 
gera pas de valeur, sont toutes comprises dans chacun des Tableaux 


1, 


P., 

P3, 

Q, 

Q P„ 

Q P., 

Q P3, 

QS 

Q^Pi, 

Q^P^, 

Q=P 3 ; 

I, 

P„ 

P., 

P3, 

Q, 

P.Q, 

P.Q, 

P3Q, 

Q\ 

PiQS 

P.Q^ 

PaO^- 


D’ailleurs les termes équivalents du premier et du second Tableau 
seront ce qu’indique la formule 

(8) Q"Pa=P;,w.-Q^ 

pourvu que l’on considère les deux notations 

P/» Pa' 

comme exprimant une seule et même substitution, dans le cas où la 
différence des indices h, h' est divisible par 3. 

§ IL — Sur le partage des variables que renferme une fonction donnée 
en plusieurs groupes arbitrairement choisis. 

Soit ù une fonction de n variables indépendantes x, y, z, ..., et 
supposons ces variables partagées en plusieurs groupes arbitrairement 
choisis, dont chacun, après une substitution quelconque, soit censé 
comprendre toujours les seules variables qui, dans la fonction,. occu- 
pent certaines places. Parmi les substitutions qui n’altéreront pas la 
valeur de £2, deux quelconques produiront des valeurs égales de ü qui 
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ollViront, ou le.s iuôuk's groupes tous composés de la même manière, 
ou (leux modes distincts de composition des divci’s groupes. Cela posé, 
soi(‘u( 

(O t, 1', Q, R, 

l(>s suhstilutions <|ui u’altèrent, ni la valeur de O, ni le mode de com- 
position d(>s divers groupes. Ces substitutions formeront évidemment 
un svs((‘me d(“ subslitulioiis conjuguées, ('t l’ordre / de ce système 
r(>préscn(era b' nonibn' d('s val('urs égabïs de O qui correspondront à 
un mode (|nclcon(|nt‘ di' composition d('s div(‘rs groupes. Cela posé, si 
l’on nomiiH' .nv !(' nombre d(>s divers mod('s (b' c-omposition que les 
divers groiqx's peinomt oIVrir, niu/ sera évidemment le nombre total M 
d(‘s vab'urs égales de la ronc.ti(m il. t)u |)(‘nt donc enomurr la proposi- 
tion suivante : 

'I'hkoukmk. S’où ü tint- fonclion (te n varidbks indépendantes 

.)*» . 3 , . . . , 

et partageons ees rnriables (-n groap(-s artûtrairenienl choisis, dont cha- 
cun, après une substitution (/uetco/K/iie, soit censé comprendre les seules 
variables (pii, dans la fonction Ll, occupent certaines places. Soit d’ail- 
leurs I l'ordre du système des substitutions conjuguées 

I, l\ Q. R 

(/ui, sans altérer ii, sc borneront à déplacer des variables dans les divers 
groupes ; et nommons nil' le nombre des dnrrs modes de (‘oinposition ipie 
les divers groupes pourront offrir, sans (pie la valeur de û soit altérée. 
!/• nombre total ;)1U (h's valeurs égales de ü sera déterminé par l expia- 
tion 

Corollaire. - Sui)posons (jue les divers groupes soient respectiv('- 
numl formés, b> premi(‘r, de « variables; le deuxième, de b variables; 
b> troisième, de c variables; etc. Supposons encore (pie, pour un cer- 
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taia mode de composition des divers groupes, le premier groupe se 
compose des variables 

a, 6 , y, . 

le deuxième des variables 

• P -, V, 

le troisième des variables 

9, X> 'P» ■■■■ 

Enfin, supposons que, dans ce cas, la fonction O puisse, acquérir : 
1 ° A valeurs égales en vertu de substitutions correspondantes à des 
permutations diverses des variables a, 6 , y, ... ; 2 " valeurs égales en 
vertu de substitutions qui, sans déplacer a, 6 , y, ... , correspondent à 
des permutations diverses de A, p., v, . . . ; 3“ C valeurs égales en vertu 
de substitutions qui, sans déplacer ni a, é, y, . . ., ni X, p, v, . . . , cor- 
respondent à des permutations diverses de 9 , )(_, 4 '. • • • > les permuta- 
tions diverses des variables comprises dans un groupe pouvant d’ail- 
leurs entraîner des permutations correspondantes des variables com- 
prises dans les groupes suivants. Alors on aura évidemment 

(3) I—ABC..., 
et par suite la formule (3) donnera 

(4) M — 


306 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables 
des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu- 
tions conjuguées (^sxnie). 

C. R., T. XXI, p. gSi (27 octobre 1845). 

Soit û une fonction de n variables indépendantes 

X, y, Z, 
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Nommons 

(i) £2, Q', £2", ... 

les valeurs distinctes de cette fonction qui résultent de permutations 
opérées entre les variables, et soit m le nombre de ces valeurs dis- 
tinctes. Soient encore 

P une substitution de l’ordre i, prise parmi celles qui n’altèrent pas la 
valeur de O; 

P, P', P", ... les diverses substitutions semblables à P; 

CT le nombre des substitutions P, P', P", ... ; 

h le nombre de celles des substitutions P, P', P", . . . qui n’altèrent pas 
la valeur de ü; 

k le nombre de celles des fonctions O, O', 0", . . . qui ne sont pas alté- 
rées par la substitution P. 

Si l’on applique successivement à chacune des fonctions 

£ 2 , £ 2 ', £ 2 ", ... 

chacune des substitutions 

P, P', P", • 

le nombre total des opérations effectuées sera 

et, parmi ces opérations, celles qui s’effectueront sans altérer les va- 
leurs des fonctions auxquelles on les applique seront évidemment en 
nombre égal à chacun des deux produits 

hm, kïjy. 

On aura donc nécessairement 

( 2 ) ’ hm = kvs. 

Soient maintenant 

(3) X, W, ... 


OEuvres de C. — S. I, t. IX. 
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ceux des termes de la suite (i) qui sont altérés par la substitution P. 
Le nombre de ces termes sera évidemment représenté par m — k. 

Si l’ordre i de la substitution P se réduit à un nombre premier p, la 
suite (3) se décomposera en plusieurs suites nouvelles, composées 
chacune de p termes que l’on déduira l’un de l’autre, en appliquant à 
l’un d’eux les substitutions représentées par les diverses puissances 
de P. Donc alors m — k sera un multiple de p, et l’on aura 

(4) m — k~o (mod./?). 

En vertu de la formule (4)» m ne pourra s’abaisser au-dessous du 
nombre premier p que dans le cas où l’on aura 

m — 

et, par suite, en vertu de la formule ( 2 ), h~vs, c’est-à-dire dans le 
cas où la fonction ù ne serait altérée par aucune substitution sem- 
blable à P. Dans ce même cas, si P est une substitution circulaire, la 
fonction sera symétrique ou offrira deux valeurs, en sorte qu’on 
aura 

m — k =zi ou 2 , 
à moins toutefois que l’on n’ait 

m — [^ et — 3. 

Ajoutons que le -nombre />, étant l’ordre d’une substitution P qui n’al- 
tère pas ü, pourra représenter, dans la formule (4), l’un quelconque 
des diviseurs premiers du produit 

1.2.3. . . /Z, 

par conséquent, l’un quelconque des nombres premiers inférieurs 
à n. 

Si de l’hypothèse admise on voulait passer au cas où la substitu- 
tion P n’altérerait aucune des fonctions 


ü, Q!, QI', 


. . . , 
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il suffirait de poser dans la formule (4) 

k—o- 

mais alei's cette formule donnerait simplement 

= o (mod.yo); 

en sorte que p serait un diviseur de m. On se trouverait ainsi ramené à 
une proposition évidemment comprise dans le théorème I de la page SSp. 

Si O était une fonction transitive, alors de la formule (2), jointe à 
l’équation (5) delà page 289, on pourrait déduire des conséquences 
remarquables que nous exposerons dans un prochain article. 


307. 

Analyse mathématique. •— Mémoire sur diverses propriétés remarquables 
des substitutions régulières ou irrégulières, et des systèmes de substitu- 
tions conjuguées (suite). 

G. R., T. XXI, p. 972 (3 novembre i845). 

§ I. — Théorèmes relatifs à un système quelconque de substitutions conju- 
guées, que Ton suppose appliquées à une fonction de plusieurs variables 
indépendantes. 

Soient 

ü une fonction de n variables indépendantes x, y, z, . . .; 

M le nombre des valeurs égales de la fonction O; 
m le nombre de ses valeurs distinctes. 

Alors, en posant, pour abréger, 

TVm .2.3. . 


on aura 
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et, par conséquent, chacun des nombres entiers 'w, itf sera un diviseur 
de .V. Soient d’ailleurs 

( 2 ) P> Q> É, . ■ • 

les diverses substitutions qui n’altèrent pas la valeur de ù. Ces substi- 
tutions, dont le nombre sera précisément ü/, composeront, comme l’on 
sait, un système de substitutions conjuguées. 

Soit maintenant 

(3) I, A, ... 

un autre système de substitutions conjuguées, et nommons l’ordre 
(le ce dernier système. 

Soient encore 

(4) 

les valeurs distinctes de la fonction O, et 

(5) -h, X, W, ... 

celles de ces valeurs qui sont altérées par chacune des substitutions 

A, .... 

Chacun des termes qui, étant compris dans la série (4), se trouv(' 
exclus de la série (5), représentera une fonction qui ne sera point 
altérée quand on effectuera les substitutions 

% A, ..., 

ou du moins quelques-unes d’entre elles; et, si l’on nomme ;>t le 
nombre de ces mêmes termes, m — di sera le nombre des termes de la 
série (5). 

Concevons à présent que l’on applique à l’un des termes de la 
série (5), par exemple à la fonction $, les substitutions 

., % A, ..., 


et soient 
( 6 ) 


$, <&', 
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les diverses valeurs de ü ainsi obtenues. Chacune d’elles ne pourra 
être qu’un terme de la série (5), c’est-à-dire une des fonctions qui sont 
altérées par l’application de l’une quelconque des substitutions 

ÇP, a, .... 

En effet, supposons un instant, s’il est possible, qu’on n’altéràt pas la 
fonction $' en lui appliquant la substitution Alors on pourrait 
passer de î> à €>', en appliquant à $ l’une quelconque des deux sub- 
stitutions 

te, 

et, réciproquement, on pourrait passer de <E*' à®, en appliquant à 
l’une des substitutions inverses 

Donc alors $ ne serait point altéré par l’application de la substitution 

ou 

qui serait semblable à ou à et se confondrait avec une dérivée 
des substitutions 

te, Si, 

par conséquent avec l’une de ces mêmes substitutions. Or cette con- 
clusion ne saurait être admise, puisque <!>, étant un terme de la 
suite (5), devra être altéré par chacune des substitutions 

% A, .... 

11 est même facile devoir que deux termes quelconques de la suite (6) 
devront être distincts l’un de l’autre. Car, supposons un instant que 
l’on pût avoir 

alors on pourrait passer de à en appliquant à <5 l’une quel- 
conque des substitutions 
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t revenir de à en appliquant à l’une quelconque des substi- 
itions inverses, 

'onc alors <E> ne serait point altéré quand on lui appliquerait l’une 
uelconque des substitutions 

ou 

ont chacune représente encore un terme de la suite 

A, .... 

ette conséquence étant inadmissible, nous devons conclure que les 
O termes de la série (6) seront des termes distincts, dont chacun fai- 
dt déjà partie de la série ( 5 ). 

Soient maintenant 

t), -<?, iî?>, ... 

uelques-unes des substitutions qui, étant appliquées à la fonction O, 
roduisent les termes de la série ( 5 ), et formons le Tableau 


ü, 


^0, 

JIO, . 


N>, 



a-i?. 

. . . , 





• • • ? 




i l’on applique à la fonction £2 chacune des substitutions comprises 
ans ce Tableau, chacune des diverses fonctions que Ton obtiendra 
era, d’après ce qu’on vient de dire, un terme de la série ( 5 ), et même 
îs 31 L fonctions, produites par les substitutions que renferme une ligne 
orizontale du Tableau (7), seront distinctes les unes des autres. De 
lus, si deux substitutions comprises dans deux lignes horizontales 
istinctes, par exemple 

et 

iroduisent la même fonction X, on pourra revenir de X à £2 en appli- 
[uant à X l’une quelconque des substitutions inverses 
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et par suite on n’altérera pas la fonction O en lui appliquant la sub- 
stitution ' 

ou, ce qui revient au même, en lui appliquant d’abord la substitution 

déjà comprise dans la première ligne horizontale du Tableau (7), puis 
la substitution Donc, si l’on nomme la fonction que l’on obtient 
quand on applique à £î la substitution la substitution 

transformera '•F en ü, et la substitution inverse transformera O en ''F. 
Donc 

d't) et 

(•’(^st-à-(lire d(uix substitutions, comprises dans la deuxième et la troi- 
sième ligtK' horizontale du Tableau (7), ne pourront produire la même 
fonction X que dans le cas où la substitution représentée par le premier 
tt'.rrm^ de la troisième ligne horizontale reproduirait l’une des fonc- 
tions déjà produites par un terme de la deuxième suite horizontale. 
Donc, pour que les diverses fonctions produites par les substitutions (7) 
soitmt toutes distinctes les unes des autres, il suffit que, après avoir 
formé une ou plusieurs lignes horizontales du Tableau (7), on prenne 
toujours pour premier terme de la ligne suivante une substitution qui, 
appliquée à 12 , reproduise un terme de la série ( 5 ), sans jamais repro- 
duire un des termes fournis par les substitutions que renferment les 
lignes déjà écrites. Or, ces conditions étant supposées remplies, conce- 
vons que l’on allonge de plus en plus le Tableau (7), en ajoutant sans 
e,esse à c('. Tableau de nouvelles suites horizontales. On ne pourra être 
arrêté dans cette opération qu’à l’instant où l’on aura épuisé tous les 
termes de la série ( 5 ). Alors les substitutions (7), appliquées à £ 2 , 
reproduiront tous les termes de la suite ( 5 ). Donc les termes qui com- 
posent cette suite, et qui sont en nombre égal ï m — x, pourront être 
répartis entre diverses suites correspondantes aux lignes horizontales 
du Tableau (7) et composées chacune de OU/ termes. Donc la différence 
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M ~ t)i sera un multiple de Oit, et l’on peut énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème I. — Soit 0 une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes X, y, Z, .... Soient encore 

£ 2 , 01 , £ 2 ", ... 

les valeurs distinctes de ù, et m le nombre de ces valeurs distinctes. Soit 
enfin 

I, <ît., 

un système quelconque de substitutions conjuguées et relatives aux va- 
riables X, y, Z, .... Nommons 3TL l’ordre de ce système et fK, le nombre 
de celles d'entre les fonctions ù, ù', ù", . . . qui ne sont pas altérées quand 
on effectue les substitutions 

<S, Si, 

ou du moins quelques-unes d’ entre elles . La différence m — irisera un mul- 
tiple de OÏL, en sorte qu’on aura 

(8) m — 0C = o (mod. 011). 

Corollaire. — Soit U Tune des substitutions qui servent k déduire de 
la fonction û l’un des termes de la suite (5), par exemple le terme $. 
Soit encore 

I, P', Q', R', ... 

le système des substitutions conjuguées qui possèdent la propriété de 
ne pas altérer la fonction #. Les substitutions 

P', Q', R’, ... 

seront respectivement semblables à 

P, Q, R, ..., 


de sorte qu’on aura, par exemple, 
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et, par suite, les substitutions diverses qui transformeront ü en 
savoir 

U, P'U, Q'ü, R'U, 

se confondront avec celles que présente la série 

ü, UP, ÜQ, UR 

Cela posé, les substitutions à l’aide desquelles on passera de la fonc- 
tion O aux divers termes de la série 

Si, X, W, ... 

seront évidemment comprises dans un Tableau de la forme 

ü, ÜP, UQ, UR, ..., 

V, VP, VQ, VR, ..., 

W, WP, WQ, WR, ..., 

et toutes distinctes les unes des autres. D’ailleurs, chacun des termes 
de la série ( 5 ) devant être altéré quand on lui applique l’une des sub- 
stitutions 

f, A, ..., 

deux termes pris au hasard dans une même ligne horizontale du Ta- 
bleau (9), par exemple 

UP, UQ, 

ne pourront satisfaire à une équation de la forme 
(lo) ^UPrrUQ; 

et réciproquement, si une équation de cette forme ne peut jamais avoir 
lieu, un terme quelconque de la série ( 5 ) sera toujours altéré quand 
on lui appliquera l’une des substitutions 

% K •••■• 

Enfin, l’équation (10), de laquelle on tirera 
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se présentera sous la forme 

(II) Aür=US, 

si, pour abréger, l’on désigne par S la substitution 

QP-‘ 

qui sera toujours un des termes de la série 

P, Q, 

et dire que l’équation (ii) ne peut subsister, e’est dire qu’aucune 
substitution de la forme n’est en même temps de la forme UP, 
lorsque ® et P ne se réduisent pas l’un et l’autre à l’unité. Donc le 
théorème I entraîne immédiatement la proposition suivante : 

Théorème II. — Formons avec n variables x, y, z, ... deux systèmes 
de substitutions conjuguées, savoir 

I, P, Q, R, ... 

et 

I, $, 

Soient M l'ordre du premier système, OlC l’ordre du second système. Enfin 
nommons 


(12) U, V, w, ... 

des substitutions tellement choisies, que le produit 


de l’une des substitutions 


UP 

P. Q, R, 


par un terme U de la série (i 2) ne puisse jamais être équivalent, ni à un 
autre produit 


VQ 


de la même forme, dans lequel N serait différent de U, ni au produit 
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du terme U par l’une des substitutions 


<S, .-fl, 


Si l’on pose, pour abréger, 


(r3) 



I . 2 . .3 . . . /i 

~Tl ’ 


et SI l’on représente par m — tKle nombre total des substitutions que l'on 
pourra faire entrer dans la série ( 12 ), la différence 

ni — ï)t 

sera divisible par 311-. 

Nota. — On pourrait démontrer directement le théorème II en fai- 
sant voir que, dans l’hypothèse admise, toute substitution U, pour 
laquelle ne se vérifiera jamais une équation de la forme (n), sera 
nécessairement comprise dans le Tableau ( 9 ), et que l’on pourra 
extraire des diverses colonnes horizontales de. ce Tableau, qui seront 
en nombre égal à — 3 C, un pareil nombre de substitutions nouvelles 

t>, «), ... 

tellement choisies, que le Tableau ( 7 ) sera uniquement composé de 
termes pris dans le Tableau ( 9 ), un seul terme étant pris dans chaque 
ligne horizontale du même Tableau. 

Corollaire. — Il importe d’observer que 


sera le nombre total des substitutions comprises dans le Tableau ( 9 ), 
c’est-à-dire des substitutions U pour lesquelles ne se vérifie jamais la 
formule (ii). Donc il/x représentera le nombre des substitutions ü 
pour lesquelles se vérifie la même formule, et le théorème II peut être 
remplacé par la proposition suivante : 

Théorème III. — Formons avec n smriables x, y, ... deux systèmes 
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de substitutions conjuguées, savoir 

I, P, Q, R, ... 

V 

et 

I, a, 

soient d'ailleurs M, OÏL les ordres de ces deux systèmes, et iüOC le nombre 
des substitutions U qui vérifient une ou plusieurs équations de la forme 

(ï4)' ®Uz:=:ÜP, 

Si Von pose, pour abréger, 

N 

yV=i .2.3. . et 

la différence 

m — ac 

sera divisible par 3Tü. 

Les théorèmes I, II et III entraînent avec eux un grand nombre de 
conséquences qui sont encore dignes de remarque. Nous allons en indi- 
quer quelques-unes. 

La formule (i4). de laquelle on tire 

(i5) « = UPU-', 


exprime que la substitution $ est semblable à la substitution P. Si cette 
condition nepeut jamais être remplie, c’est-à-dire si aucune des substi- 
tutions 

f, a, ... 

n’est semblable à l’une des substitutions 



et l’on conclura du théorème III que m est divisible par 31L. On se trou- 
vera donc ainsi ramené au théorème II de la page 356. 

Supposons maintenant que la condition (i5) puisse être remplie, 
mais que l’on ait int > m ; alors, pour que la différence m — ac soit divi- 



EXTRAIT N» 307. 


381 


sible par oit , il faudra que l’on ait précisément 

DC 1= m. 

On peut donc déduire du théorème I la proposition suivante : ■ 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
si Von a 

( 1 6 ) 7« < 311 , 

chacune des fonctions O, Cl' , ù", . . . jouira de cette propriété, quelle ne 
sera point altérée quand on effectuera les substitutions 

% A, 

ou du moins quelques-unes d’entre elles. 

Il importe d’observer que, si l’on pose, pour abréger, 

N 

yii.' 

la condition (i6) donnera 

(17) 

Rien n’empêche de faire coïncider les substitutions conjuguées 

I, % K ... 

avec les substitutions conjuguées 

I, P, Q, R, ..., 

qui possèdent seules la propriété de ne point altérer û. Alors on aura 

31U r= Æf; 

et,' en nommant K ce que deviendra le nombre X, on tirera de la for- 
mule (8) 

m — Kss.0 (mod. A/). 
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On peut donc énoncer encore la proposition suivante ; 

Théorème V. — Soient 

Q une fonction de n variables cc, y,.s, . . 

M le nombre de ses valeurs égales; 
m le nombre de ses valeurs distinctes O, ù' , ù", ... ; 

I, P» Qt substitutions conjuguées qui ri altèrent pas la valeur 

deù-, 

K le nombre de cellei d'entre les fonctions ü, ù' , ü", . . . qui ne sont pas 
altérées quand on leur applique une ou plusieurs des substitutions 

P,Q,R 

La différence m — K sera divisible par M, en sorte qu'on aura 
(i8) ■ Hi — A' = o (mod.Af). 

Corollaire. — Si le nombre m des valeurs distinctes de la fonction £2 
est inférieur à sjN, on auraTO<;il/, et par suite la formule (i8) se ré- 
duira simplement à l’équation 

K — m. 

Donc alors la valeur de chacune des fonctions O, O', Q!', . . . demeurera 
intacte quand on effectuera les substitutions P, Q, R, .... ou au moins 
l’une d’entre elles. 

Si, dans le théorème I, on remplace le système des substitutions con- 
juguées r, te, parles diverses puissances d’une seule substi- 

tution P de l’ordre i, on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème VI. — Soit O une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes æ, y, Z, ... ; soient encore 

Q, £ 2 ', £ 2 ", ... 

les valeurs distinctes de cette fonction, et m le nombre de ses valeurs égales. 
Soient enfin P une substitution de l’ordre i et k le nombre de celles d’entre 
les fonctions ü, ü', ü", . . . qui ne sont pas altérées quand on effectue les 
substitutions 


P, ps, ..., P‘-S 
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ou du moins quelques-unes d’entre elles. La différence m - k sera un mul- 
tiple de i, en sorte qu'on aura 

(19) ' m — k~o (mod. i). 

Corollaire /. — Si P et ses puissances sont les seules substitutions 

qui n’altèrent pas ù, on aura m = j, et par suite la formule ( 1 9 ) 
donnera 

N 

(20) — /f = o (mod.j). 

Si d’ailleurs l’ordre i de la substitution P se réduit à un nombre pre- 
mier p, alors k sera simplement le nombre de celles d’entre les fonc- 
tions ù, ù', Q", ... qui ne seront pas altérées par la substitution P. 
Alors aussi, en nommant u le nombre des substitutions P, P', P", . . . 
semblables à P, et A le nombre de celles des substitutions P, P', P", . . . 
qui n’altère pas ü, on aura, d’après ce qu’on a vu dans un précédent 
article, 

(21) km =. /(w. 

De plus, si P se réduit à une .substitution circulaire de l’ordre p, on 
trouvera 

yv J'i , ■ 

et, par suite, 

A-=. (/? — i)[i. [1.2. fmod./)). 

Enfin, si l’on prend n= p, qw aura simplement 

k~ — I ( tnod.jo), 
et comme alors on trouvera 



la formule ( 20 ), réduite à 

1 .2. . .(/) — i) -H I s= 0 (mod./i), 

reproduira le théorème de Wilson. 
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§ II. — Sur le dénombrement des substitutions diverses qui n’altèrent pas' 
une fonction de plusieurs variables indépendantes. 

Soit O une fonction de n variables indépendantes 

X, y, Z, 

Nommons 

(1) Q, Q.', Q.", ... 

les valeurs distinctes de cette fonction qui résultent de permutations 
opérées entre les variables, et m le nombre de ces valeurs distinctes. 
Soient encore 

P une substitution de l’ordre i, prise parmi celles qui n’altèrent pas la 
valeur de O ; 

P, P', P", ... les diverses substitutions semblables à P; 

VS le nombre des substitutions P, P', P", . . .; 

h le nombre de celles des substitutions P, P', P", .. . qui n’altèrent pas 
la valeur de 12; 

k le nombre de celles des fonctions ù, ù', O", . . . qui ne sont pas alté- 
rées par la substitution P. 

On aura, comme nous l’avons déjà montré dans un précédent article, 

(2) /2/?i iTz / tzü; 
et chacun des rapports égaux 

h 

vs’ m 

devra être évidemment, ou inférieur, ou tout au plus équivalent à 
l’unité. Si d’ailleurs on nomme M le nombre des valeurs égales de la 
fonction û, et N le produit i . 2 . 3 . . . n, on aura, non seulement 

(3) mM — N, 
mais encore 


( 4 ) 


Ih — M. 
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la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les formes que peut 
revêtir la substitution P. 

Concevons maintenant que û, étant une fonction transitive de n, 
de /I — I, de n — 2, et même de n — / + x variables, soit une fonction 
intransitive de n — / variables. La série (i) et, par suite, les valeurs 
de m et de k resteront les mêmes pour O considéré comme fonction de 
n variables, et pour O considéré comme fonction de « — ^ variables. 
Soient d’ailleurs 

6, cp et 

ce que deviendraient, pour 13 considéré comme fonction de n — l va- 
riables, les quantités 

h, rs et M. 


Alors, à la place des formules (2), ( 3 ), ( 4 ), on obtiendra les suivantes 

(5) &m=:k(fi, 

( 6 ) m3K, = 3Z,, 


la valeur de ôxti étant i.2.3...(i2 — /), et 

(7 ) 26 = 311-. 


Cela posé, on tirera des formules (2) et ( 5 ) 

( 8 ) h -66, 6=z^, 

la valeur de 0 étant 


(9) 



Enfin, si l’on nomme r le nombre des lettres qui demeurent immobiles 
quand on effectue sur £2, considéré comme fonction de n variables, la 
substitution P, on aura, en vertu de la formule ( 5 ) de la page 289, 

, I — i). ..(/•— /-f-r) 

6 n{n — — l-hi) 


On aura d’ailleurs, en vertu des formules ( 3 ) et (6), 


(II) 


9 ÎU: 


N 




M 


n{n’ 


) , . . ( /i — i 1 ) 


OEuvres de C. — S. I, t. IX. 
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Remarquons à présent que, en vertu des formules (7) et (8), on 
aura 

( 12 ) 

Si, dans cette dernière équation, on substitue les valeurs de ^ et de 
3ÎC données par les formules (10) et (i i), alors, en effaçant le dénomi- 
nateur commun aux deux membres, on trouvera 

(13) 2r{r — l + 

Il importe d’observer que, r étant le nombre des variables exclues 
de la substitution P, n — rsera le nombre des variables nécessairement 
comprises dans cette même substitution. Cela posé, soient 

I, P, Q, ... 

les diverses substitutions qui n’altèrent pas la valeur de O, et nom- 
mons E„-r Ig nombre de celles d’entre elles qui renferment précisé- 
ment 7^ — r lettres. Il est clair que les valeurs de h correspondantes à 
ces dernières seront multipliées, dans le premier membre de l’équa- 
tion (r 3 ), par des valeurs identiquement égales du produit 

Par conséquent, à l’équation (i 3 ) on pourra substituer la suivante 

la somme qu’indique le signe S s’étendant désormais aux diverses va- 
leurs de r. 

Ajoutons que, Q étant, par hypothèse, une fonction transitive non 
seulement de n — / -t-i , mais encore de « — / -f- 2, . . . , et même de 
n variables, l’équation (i4) devra continuer de subsister quand on y 
remplacera / par un quelconque des nombres 

I, 2 , 3, **., ^ I . 


Elle continuera même de subsister, en se confondant avec la for- 
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mule (4), quand on remplacera l par zéro, pourvu que l’on substitue 
l’unité au coefficient 

comme on est conduit à le faire quand on attribue à ce coefficient la 
forme fractionnaire 

1 .2. . .r 

I .2. . .(r — l) 

En développant le premier membre de la formule (i4), ou de celles 
qu’on en déduit lorsqu’on remplace l par un des nombres o, i, 2 , 3, 
l — i, et en observant que l’on a évidemment 

H 1 = 0, / 7 o=r, 

s 

on tirera de la formule (i4) les équations 

~ H II + Hfi^^ -H ... H- -H ï , 

^ H — 2) Tl, 

M— I .2Æ"„_j + . . .4- (n — 3 ) (« — 2) jy2+ (w — 1)«, 


\ M— ï .2.Z. . + - ■ ■ -t- (/I — /H-i). . .(« — I)/^, 

desquelles on déduira immédiatement les valeurs de 

^n—zj •••? ^n—h 

exprimées en fonction de ilf et de 

La méthode d’élimination très simple qui sert à effectuer ce calcul et 
les conséquences remarquables qui se déduisent des formules (i5) 
seront exposées dans un prochain article. 
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308. 

Analyse ïlathématique. — Mémoire sur diverses propriétés remarquables 
des substitutions régulières ou irrégulières , et des systèmes de substitu- 
tions conjuguées (suite). 

C. R., T. XXI, p. 1025 (lo novembre i845). 


§ I. — Sur le dénombrement des substitutions diverses qui n’altèrent pas 
une fonction transitive de plusieurs variables indépendantes. 

Soient 

û une fonction de n variables indépendantes x,y, z, ... ; 

M le nombre des valeurs égales de û; 
m le nombre de ses valeurs distinctes. 

Soit encore 

(0 I, P, Q, R, ... 

le système des substitutions conjuguées qui n’altèrent pas la valeur 
de û, et Ej. le nombre de celles qui déplacent r variables. La substitu- 
tion I, qui forme le premier terme de la série (i), sera la seule qui ne 
déplace aucune variable, et toute substitution, distincte de l’unité, 
déplacera tout au moins deux variables à la fois. On aura donc 

Hi — o. 

Si d’ailleurs O est une fonction transitive de n, de n — i, etc., et 
même de n — /-t- r variables; alors, comme on l’a vu dans le précédent 
article, les diverses valeurs de Hr, représentées par 

Ejij Eji—i) LCï— 2, * • -^2, 

vérifieront les formules 

I M = . . .-h Hi-è- \ , 

■ M — E H- 2 Efi — 2 “t” . . . -f- ( /i — 2 ) -j- n, 

( 2 ) (M— i. 2 /?„_ 2 -h. . (n — 3) (ft — 2 ) (« — i)/i, 

\ M \ ,2 . .1 . . . 


-t-(« — / -i-i) {n — i)n. 
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Supposons maintenant que l’on désigne par la somme des n + 1 pre- 
miers termes du développement de e~', et par la somme des 

r-+- 1 premiers termes du développement de (i — i)", n, r étant des 
nombres entiers quelconques, en sorte qu’on ait 


(3) 

et 


I 1.2 1.2.3 


1 . 2 . 3 . , ,n 


/LJ J ^ \ J rov 

On trouvera successivement 


1 . 2 .../* 


(5) Cç, — I, Cj — ^ O, — -, 63 — -J, 

2 O 


De plus, on aura : pour nSr, 

( 6 ) [n],. = o; 

2“ pour n'^r, 

(7) [«],•+ o; 
et, en ayant égard à la formule (7), on trouvera 


; , «5 5- , 


3o’ 


I [«]o=i, 


( 8 ) 


_ T n ni n — i ) 

[rt] 2 =I H- — ! 

‘ I 1.2 






n n{n — ï)~ 


Cela posé, si l’on combine entre elles, par voie d’addition, les for- 
mules (2), respectivement multipliées par les divers termes 


1 



1.2.3 


du développement de e~', on trouvera 

(9) Mei— [if -t- [/ -t- 2]; + - [ w — 2]; Afs-l- [«]/; 
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et, si l’on applique le même calcul, non plus au système des équa- 
tions (2), mais seulement à celles qui restent quand on a effacé, ou la 
première équation, ou les deux premières, ou les trois premières, etc., 
on obtiendra des équations nouvelles qui seront comprises, avec l’équa- 
tion (9), dans la formule générale 

/ M et-,.= 1 . 2 ... rHn-r -+- ( / -h i) . . • -H 2 ) [/ — r h- 

) -t-(Z-i- 2 )...(I — r-h 3 )[/ — r . . 

(10) 

i H- (« — 2) . . . (« — r — i) [rt — r — 

I -(-«(«— !)...(« — r -H I ) [« — r]/_r, 

r étant l’un quelconque des nombres entiers 

^ , 2 , 3, • • • , t. 

Donc, en désignant par run de ces nombres, on aura généralement 






1 . 2 ...;’ 


1 . 2 . . .r 

(/ -h 2 ) . . . ( / — r H- 3 ) 

1 . 2 . . ,r 




(lO i 


{n — 2). , .{n ~~ r-l-i) 

1 . 2 . . . r 

n(n — i), . .{n — /* -4- i) 

1 . 2 .. ./* 


[n — 

[/l — 7*]/^,.. 


11 en résulte qu’on pourra exprimer généralement ‘ 

^«— 1 ? ^71—27 •••> ^n—l 

en fonction de M et de 


H-n—l—X’i ^n—l—2j •••> ^2' 


Il est bon d’observer que, dans le second membre de la formule (i i), 
tous les termes qui suivent le premier seront évidemment des nombres 
entiers. J’ajoute qu’on pourra en dire autant du premier terme repré- 
senté par le produit 

M 
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En effet, û étant, par hypothèse, une fonction transitive de n, de 
71 — 1, . . ., et même de ti— /+ i variables, si l’on nomme ,‘)it le nombre 
des valeurs égales de £2 considéré comme fonction de n — / variables, 
on aura 

M = n{n ~ i) . . .{n — l \ 


et, par suite, 

(I2) 


M 


1 . 2 .,./* 




1 . 2 .../- 


€l^y OIX./. 


Or, en vertu de la formule ( 3 ), le produit 

sera certainement un nombre entier, et il est clair que, pour obtenir le 
second membre de la formule (12), il suffira de multiplier ce produit : 
i" par le facteur entier 31 L; 2° par le rapport 

n{n — t). . .(n — i) 

(1. 2. ..r)[i. 2. ..(/-/•)]’ 

qui est lux-même un nombre entier, puisqu’il représente le coefficient 
du produit 


dans le développement de l’expression 


Ainsi, comme on devait s’y attendre, la formule (n) fournira toujours 
une valeur entière de , 

Observons encore que, dans le second membre de la formule ( 4 ), les 
divers termes, alternativement positifs et négatifs, offrent des valeurs 
numériques toujours croissantes lorsque r ne surpasse pas Il en 
résulte que, dans le cas où l’on a 



la valeur de [77]^ est toujours positive pour des valeurs paires de r, et 
toujours négative pour des valeurs impaires de r. 
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Si, dans la formule ( r i), on pose successivement r = l, puis r = / — i , 
on obtiendra les deux suivantes : 




M 


1 . 2 .../ 1.2 

( n — 2 ) . . . ( n - 


(/+!).. .3.2 
1 . 2 .../ 

/— l) 




I .2. . .Z 


H^- 


n{n — i). . . — /-H r) 

I.2."V/ 


- 772:T(T-i) 1.2... (7-^ 


I .2. . .(/ — l) 


1 .2. ..(/—I) 


Si, dans la formule (i4)» on pose /=i, on devra y remplacer par 
l’unité chacun des produits 


I . 2 . . .(Z — l) 


I . 2 ... Z 


3.4...(Z+I)z= 


I . 2 . . .(Zh- i) 


I . 2 


et l’on obtiendra l’équation 

( 1 5 ) H,i ~ Hn—i H- 2 Ha— 3 + ■ • • + — 3 ) ATj + /I — I , 


que l’on peut établir directement en combinant entre elles, par voie de 
soustraction, la première et la seconde des formules ( 2 ). D’ailleurs, 
comme on aura toujoui’s, en vertu de la formule (i3). 


( 16 ) 


— r2.7.(z-r) — 


et, en vertu de la formule (i5), 

( ï 7 ) ^ I > 


il en résulte qu’on peut énoncer les propositions suivantes : 


Théorème L — Si £l est une fonction transitive de n, de n — i, . . . , 
et même den — l-\-\ variables, alors, parmi les substitutions qui posséde- 
ront la propriété de ne point altérer la valeur de O, celles qui déplaceront 
à la fois n — / -f - 1 variables seront en nombre égal ou supérieur au pro- 
duit 


n(;z — i)...(/i-/H-2),^ 

1.2.../, 
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Théorème IL — Si est une fonction transitive de n variables x, y, 
Z, . . alors, parmi les substitutions qui n’altéreront pas la valeur de ù, 
celles qui déplaceront à la fois les n variables seront en nombre égal ou 
supérieur à n — i. 

Ainsi, par exemple, si l’on prend « = 4 et 

Q.=zxy + Z U, 

alors trois substitutions régulières dont chacune déplacera les quatre 
lettres x, y, z, u, savoir 

{x,y){z,u), {x,z){y,u), {x,u){y,z), 

se trouveront comprises parmi celles qui n'altéreront pas la valeur de 
la fonction transitive ü. 

Si, £2 étant une fonctio.n transitive, de n, de n — i, de n — 2, et 
même de n — l -h j variables, il suffit de rendre l-h-i variables immo- 
biles, pour que toutes le deviennent; alors on aura nécessairement 

n—l—l — O, 11,1—1 — 2“ O, • * • > O, 


et, par suite, la formule (i i) donnera simplement 


(18) 


Hn-r- 


M 


1 .2. . .r 




i), . .(/2 — - r -H i) 
1.2.../' 


[«— r],_,. 


Si, dans cette dernière formule, on substitue successivement à r chacun 
des nombres 

O, T, 2, 3 , > • • , t l , Ij 

on obtiendra les suivantes 


I Ha ■=Mei—{n'\,, 

n.-. 


M n 


(19) I 


Hn-, 


M n(n — 1)|- . 

-e,_2 [rt — 2]/_2, 


I . 2 


I . 2 




Ha-l 


M 


1.2. ..(l—l) 


n(n~ i). . .(/i — l-h 2) , 

e^ i i 


I .2. . . — l) 


M 


1.2.../ 

OEuvres f/c - S. I, t. IX, 


^0-- 


n{n — i). , .{n — / -h i) 
1 . 2 .../ 


[n — /]„ 


5 o 



394 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

dont les deux dernières se réduiront à 


, s r» «(z* — r). . .(n — / 4 - 2) , , 

<”> ,. l . z ( i = a — ‘ 


(21) 




M n{n —i) /I — l-h 1) _ 
i .1. . .1 ~ . 1.2.../ 


Appliquons maintenant les formules qui précèdent à quelques 
exemples. 

Si O est une fonction symétrique de n variables x, y, z, on aura 
simplement 

m — \, M ^ Ny 

la valeur de N étant 

TV zn 1 . 2 . 3 . . . 


Alors aussi, O étant fonction transitive de «■, de « — i, de n — 2 

et même de deux variables, on pourra prendre 

I zr: n — I ; 


et, en ayant égard aux deux formules 

( — O" 

^n~l — ■ ÿyf î 1“( 0’^ 

qui subsistent pour toutes les valeurs entières et positives de n, on 
tirera des équations (19) 


Ha ^Nea 


(22) 


H 

^ Wi— U 

H - ^ 

XJ n —< 2 . — J ^ 2> 


H, = 


N 

1.2. ..(«- 3 )®'’ 
N 

^ ^ 2 . 

I . 2 , . , ( — 2 ) 


Ainsi, le nombre total des substitutions qui, renfermant n variables a?, 
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y, s, déplacent à la fois toutes ces variables, est déterminé par la 
formule 

( 23 ) 

On pourrait aisément, de cette première formule, déduire toutes celles 
qui la suivent dans le Tableau ( 22 ). Ajoutons que, si l’on substitue 
dans la première des équations ( 2 ) les valeurs de Hn, H„_,, 
tirées des formules ( 22 ), on trouvera 


( 24 ) 



1 .2 





Supposons encore que 12 représente une des fonctions qui, renfer- 
mant n variables, offrent seulement deux valeurs distinctes. Alors on 
aura 

m — 2, M~—- 

2 


Alors aussi, £2 étant fonction transitive de de « — i, de n — 2 , . . . , 
et même des trois variables, on pourra prendre 

/) — / 4 - 1 ~ 3 , / — 2 ; 

et, en ayant égard à la formule 

[«]„_j=;(— — i). 


on tirera des équations ( 19 ) les suivantes 




TV 


2 ( ^ 0> 


^ 2 («_ 2 ), 


( 25 ) 


2 1.2 1.2 


(«- 3 ), 


H, 


2 1,2. ..(/l — 3) 1.2. .-(/i — 3) 

__fo , ^ 

'2 1,2, . .{n — 2 ) 1 . 2 . . . ( /^ — 2 ) ’ 



396 COMPTES RENDUS DE L’ACADÉMIE, 

dont les deux dernières se réduisent à 


(. 6 ) 

D’ailleurs, le rapport 

n(n — l)(/^ — 2 ) 

3 

étant précisément le nombre total des substitutions circulaires du troi- 
sième ordre que l’on peut former avec n lettres, les formules (26) 
exprimeront une propriété bien connue des fonctions qui offrent seu- 
lement deux valeurs distinctes, savoir que l’une quelconque de ces 
fonctions est toujours altérée par une substitution circulaire du second 
ordre, et n’est Jamais altérée par aucune substitution circulaire du troi- 
sième ordre. 

§ II. — Théorèmes relatifs à deux systèmes de substitutions conjuguées. 

Formons avec n variables æ,y, z, ... deux systèmes de substitutions 
conjuguées 

(•) I, P, Q, R, ... 

et 

(2) I, tf, A, .... 

Soient M l’ordre du premier système, et 3 TC l’ordre du second système. 
Si une ou plusieurs substitutions du second système sont semblables 
à une ou plusieurs substitutions du premier système; si, par exemple, 
on suppose la substitution ^semblable à la substitution R, alors ^sera 
lié à R par une ou plusieurs équations de la forme 

(3) ^=URU-', 

et, réciproquement, lorsque deux substitutions appartenant, l’une au 
premier système, l’autre au second, se trouveront liées entre elles par 
une équation de cette forme, elles seront semblables l’une à l’autre. 
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Observons d’ailleurs que l’équation (3) peut encore être présentée 
sous chacune des formes 

(4) R =Ü-*^U, 

(5) ' ^Ü = UR. 

Supposons maintenant que l’on nomme E le nombre des substitu- 
tions U pour lesquelles se vérifient des équations semblables à la for- 
mule (5), l’une de ces substitutions devant se réduire à l’unité dans le 
cas particulier où les systèmes (i) et ( 2 ) offrent des termes communs. 
Soit, au contraire, Fie nombre des substitutions U pour lesquelles ne 
se vérifient jamais des équations semblables à l’équation (5). E F 
sera évidemment le nombre total des substitutions que l’on pourra 
former avec les n variables x, y, z, . en sorte qu’on aura 

(6) E + F=N, 
la valeur de iV étant 

(7) jV=r: 1 .2.3. . .«. 

Concevons maintenant que la suite 

(8) U, V, W, ... 

renferme plusieurs des substitutions U pour lesquelles se vérifient des 
équations de la forme (5), et construisons le Tableau 

ü, ÜP, UQ, UR, 

V, VP, VQ, VR, 

W, WP, WQ, WR, 

\ • '9 , ^ 

Il est facile de s’assurer que chacune des substitutions comprises dans 
ce Tableau sera encore du nombre de celles pour lesquelles se vérifient 
des équations de la forme (5). Car, si l’on pose, par exemple, 

UP = U' 



et, par suite. 


U=rU'P-’, 


U-‘ = PÜ-S 
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l’équation (3), qui coïncide avec l’équation (5), donnera 

(10) ^rzU'R'U'-’, 
la valeur de R' étant 

(11) R'=:P-‘RP; 

et comme, en vertu de la formule (ii), R' sera une substitution com- 
prise dans la série (i), mais semblable à R, et par conséquent distincte 
de l’unité, l’équation (lo), à laquelle satisfera la substitution U', sera 
évidemment de la même forme que l’équation (3) ou (5). D’ailleurs, 
deux termes- compris dans deux lignes horizontales du Tableau ( 9 ) 
seront certainement distincts l’un de l’autre; et, si deux termes com- 
pris dans deux lignes horizontales différentes, par exemple les termes 

UP, VQ, 

compris dans la seconde et la troisième ligne horizontale, deviennent 
égaux, alors l’équation 

( 12 ) VQ=:UP 
entraînera la formule 

(13) V=UPQ-', 

en vertu de laquelle V sera déjà un des termes compris dans la seconde 
ligne horizontale. Donc tous les termes du Tableau ( 9 ) seront distincts 
les uns des autres, si en construisant ce Tableau on a soin de prendre 
pour premier terme de chaque nouvelle ligne horizontale une des sub- 
stitutions non comprises dans les lignes déjà écrites, mais pour les- 
quelles se vérifient des équations de la forme (5). Or, ces conditions 
étant supposées remplies, concevons que l’on donne au Tableau ( 9 ) 
la plus grande étendue possible; alors il renfermera nécessairement 
toutes les substitutions pour lesquelles se vérifie la formule (5), et 
par conséquent E termes distincts, répartis entre des lignes horizon- 
tales qui renfermeront chacune M termes. Donc, si l’on nomme af le 
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nombre de ces lignes horizontales, on aura 

(14) E — Mdi. 

Ajoutons que, si l’on pose, pour abréger, 

on aura identiquement 

(15) 

et que, des formules ( 6 ), (i 4 ), (i5), on tirera immédiatement l’équa- 
tion 

(16) F — J/(/n — ), 

en vertu de laquelle F sera encore un multiple de M. Au reste, pour 
établir directement cette conclusion, il suffit de concevoir que la 
série ( 8 ) se compose, non plus de substitutions pour chacune des- 
quelles se vérifient toujours des équations de la forme (5), mais, au 
contraire, de substitutions pour lesquelles ne se vérifient jamais des 
équations de cette forme. En effet, cette supposition étant adoptée, un 
terme quelconque du Tableau (5), par exemple le terme 

U - ÜP, 

ne pourra vérifier une équation de la forme (5), par exemple l’équa- 
tion (lo), étant l’une des substitutions P, Q, R, Car, en remet- 

tant pour U' sa valeur UP dans l’équation (lo), et posant 

PR'P-'=R, 

on reviendrait de l’équation (lo) à la formule ( 4 ), que devrait vérifier, 
contrairement à l’hypothèse admise, la substitution U. D’ailleurs, pour 
que les termes du Tableau ( 9 ) soient encore tous distincts les uns des 
autres, il suffira, comme ci-dessus, qu’en prolongeant ce Tableau on 
prenne toujours pour premier terme de chaque nouvelle ligne horizon- 
tale un terme non compris dans les lignes horizontales déjà écrites. 
Cela posé, il est clair que, au moment où, en remplissant ces condi- 


N 

m — —, 
M 

N=zmM, 
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tions, on aura donné au Tableau (9) la plus grande étendue possible, 
ce Tableau renfermera F termes différents répartis entre diverses 
lignes horizontales dont le nombre sera m — ùi, et dont chacune sera 
composée de M termes. Donc le nombre F sera toujours un multiple 
de ilf, ainsi que l’indique la formule (16). 

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on prouve- 
rait encore que chacun des nombres E,Fest un multiple de 3 TU, et l’on 
obtiendrait ainsi, à la place des formules (e4). (16), deux équations 
de la forme 

( 17 ) • E = 3 \-LK, 

( 18 ) ' F=SrLim — K). 

Concevons à présent que, le Tableau (9) étant composé de substitu- 
tions pour lesquelles ne se vérifient jamais des équations de la forme ( 5 ), 
on désigne par 

(19) ü, ■<?, ••• 

plusieurs termes de ce Tableau, pris dans les lignes horizontales dis- 
tinctes, et construisons encore le Tableau suivant : 


Ü, 

«0, 

^0, 






«b 

4 ’«), 




. . , . . . , • • • » • • • > 


Un terme quelconque de ce nouveau Tableau, par exemple le terme 

s 

ne pourra vérifier une équation de la forme ( 5 ), ou, ce qui revient au 
même, de la forme ( 4 ). Car, si l’on avait, par exemple, 

étant l’une des substitutions f , ^, .a, . . . , on en conclurait 

R = O-» ^t), 


la valeur de pétant 
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et, par suite, v serait, contrairement à l’hypothèse admise, une sub- 
stitution pour laquelle se vérifierait une équation de la forme (4) 
ou ( 5 ). Donc un terme quelconque du Tableau (20) sera l’un de ceux 
qui faisaient déjà partie du Tableau (8). Il y a plus : deux termes com- 
pris dans une même ligne horizontale du Tableau (20) ne pourront 
faire partie d’une même ligne horizontale du Tableau (9); car, si l’on 
avait à la fois, par exemple, 

f t) = VR, - VS, 

on en conclurait 

^Çf-iVR^VS, 

=VSR-', 

et, par suite, V serait, contrairement à l’hypothèse admise, une des sub- 
stitutions pour lesquelles se vérifierait une équation de la forme ( 5 ). 
Enfin, si deux termes compris dans deux lignes horizontales différentes 
du Tableau (20), par exemple les deux termes 

tfo et 

compris dans la seconde et la troisième ligne horizontale, appartenaient 
à une même ligne horizontale du Tableau (9), de sorte qu’on eût 

®0 = VR, '^tp-VS, . 

on en conclurait 

Mais alors, en nommant W le premier terme de la ligne horizontale du 
Tableau (9) qui renfermerait la substitution on pourrait satis- 

faire à la formule 

par une valeur de T prise dans la suite i, P, Q, R et, des deux for- 

mules 

^-1 VR WT, VS, 

on tirerait 

-ÇrrWTR-^S; 

QEut^res de C. — s. I,t. IX. 
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en sorte que et ^tD seraient deux termes pris dans la même suite 
horizontale du Tableau (9). Donc tous les tei’mes du Tableau (20) 
appartiendront à des lignes horizontales distinctes du Tableau (9), si, 
en prolongeant le Tableau (20), on a soin de prendre pour premier 
terme de chaque nouvelle ligne horizontale une substitution comprise 
dans le Tableau (9), mais située hors des lignes de ce Tableau, qui ont 
fourni quelques-uns des termes déjà écrits dans le Tableau (20). Si, 
en remplissant cette condition, l’on donne au Tableau (20) la plus 
grande étendue possible, il renfermera 'définitivement autant de termes 
que le Tableau (9) renfermait de lignes horizontales, c’est-à-dire 
m — c>C termes répartis entre plusieurs lignes horizontales, dont cha- 
cune sera composée de oie termes. Donc m — ac sera un multiple de ait, 
en sorte qu’on aura 

(21) m — = o (mod. 311 ^). 

On prouverait de la même manière que l’on aura encore 

(22) ' m — Ar = o (mod.A/). 

D’ailleurs, comme on tire des formules (t6) et (t8) ' 

(23) . F=M{m — ^) = 3K.{m. — K) 

et, par suite, 

( 24 ) 

il est clair que la formule (21) devait entraîner la formule (22). 

La formule (21) est l’expression du théorème énoncé à la page 38o. 
Cette même formule, combinée avec l’équation (23), donne immédia- 
tement 

(25) F=o (mod. AfaiA) 
ou, ce qui revient au même, 

(26) E = N (mod. A/aïC). 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 


m — K m — f)t 

M ~ aiL ’ 
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Théorème L — Formons avec n variables x, y, s, ... deux systèmes 
; substitutions conjuguées, et soient 

I, P, Q, R, ..., 

I, Si, ... 

'S deux systèmes, le premier de V ordre M, le second de l’ordre tïïL. Noui- 
ons E le nombre total des substitutions U, pour lesquelles se vérifient 
is équations de la forme 

17 ) ®U = UP, 

posons, pour abréger, N = x.i.'i . . . n. Les nombres N, E fourniront 
même reste lorsqu’on les divisera par le produit 

Corollaire. — Si les deux systèmes se réduisent à un seul, alors, au 
eu du théoi’ème I, on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème II. — Soit 

J, P, Q, R, ... 

1 système de substitutions conjuguées de l’ordre M, et nommons E le 
ombre des substitutions U pour lesquelles se vérifient des équations de la 
)rme 

8 ) QUrzUP, 

pouvant se confondre avec P. Le nombre E et le nombre A' = i . 2. . . n, 
visés par le carré de M, fourniront le même reste, en sorte qu’on aura 

. 9 ) E~N (mod.Af®). 

Corollaire. — Si surpasse N, la formule (29) donnera nécessai- 
iment 

0 ) E = N, 

par suite une substitution quelconque U sera du nombre de celles 
)ur lesquelles peut se vérifier la formule (28). 

Supposons maintenant que les ilf substitutions conjuguées 


I, P, Q, R, ..• 
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soient précisément celles qui n’altèrent pas la valeur d’une certaine 
fonction £2. Soit, d’ailleurs, U l’une des substitutions pour lesquelles 
peut se vérifier la formule (5), ou, ce qui revient au même, la for- 
mule (27). Si l’on nomme £2' ce que devient la fonction £2 quand on 
lui applique la substitution U, il est clair qu’on obtiendra encore £2' en 
appliquant à D, ou la substitution UP, ou son égale f U, et par consé- 
quent en appliquant à £2' la substitution Donc, alors, £2' sera l’une 
des fonctions que n’altère pas la substitution Ajoutons que, dans la 
même hypothèse, les M substitutions qui n’altéreront pas la fonction £2' 
seront évidemment 

U, UP, UQ, ÜR, .... 

D’autre part, si U est l’une des substitutions qui transforment £2 en £2', 
et si la valeur de la fonction £2' n’est pas altérée quand on lui applique 
l’une des substitutions ^, . . . , par exemple la substitution on 
pourra passer de £2 à £2' à l’aide de chacune des substitutions 

U, te U, 

et revenir de £2' à £2 à l’aide de l’une des substitutions inverses 


U-i, 


Donc on n’altérera pas la fonction £2 en lui appliquant la substitution 

ü-i®U, 


et cette dernière substitution devra être égale à l’une des substitutions 
P, Q, R, . . . , en sorte qu’on aura, par exemple. 


et, par suite, 


ü-i^U==P 
«U = UP. 


De ces remai’ques il suit évidemment que le nombre E des substitu- 
tions pour lesquelles se vérifie la formule (27) est le produit de M par 
le nombre de celles des fonctions 


Q., ü', ... 
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([ui no sont pas altérées quand on effectue les substitutions f , .... 

ou au moins 1 une d entre elles. Donc ce dernier nombre est précisé- 
nnnit celui qui, dans la formule (21), se trouve représenté par la 
lettre af . ïl en résulte aussi que la formule (21) entraîne le théorème I 
de la page 876. 

Dans un prochain ai’ticle, je montrerai comment, étant données les 
substitutions d’, P, on peut déterminer le nombre des substitutions U 
pour lesquelles se vérifie la formule (27). J’établirai à ce sujet quelques 
nouvelles propriétés des substitutions qui sont semblables entre 
elles. 


309 . 

Anai.vse mathématique. — Rapport sur un Mémoire présenté à r Académie 
par i\l. Bertrand, et relatif au nombre des valeurs gue peut prendre une 
fonction, quand on y permute les lettres gu elle renferme. 

C. R., T. XXI, p. 1042 (10 novembre i 845 ). 

Lorsque, dans une fonction de n variables, on permute les variables 
entn^ elles de toutes les manièi-es possibles, on obtient diverses valeurs 
<lont le nombre est précisément le produit i.2,3...7î. D’ailleurs, deux 
(juelconques de ces valeurs de la fonction peuvent être, ou égales entre 
elles, (juelles que soient les valeurs attribuées aux variables elles- 
mêmes, ou généralement distinctes, de manière à ne pouvoir se con- 
fondre que pour certains systèmes de valeurs des variables dont il 
s’agit. Enfin le nombre des valeurs distinctes de la fonction est tou- 
jours, comme on le démontre aisément, un diviseur du nombre total 
des valeurs égales ou inégales, c’est-à-dire du produit i . 2 . 3 . . .«. Mais 
il n’est pas toujours possible de former une fonction pour laquelle le 
nombre des valeurs distinctes soit un diviseur donné de ce produit, 
par exemple l’un des nombres entiers 

I y 2, 3j • • • > 
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A la vérité, on peut, avec un nombre quelconque de lettres, former, 
outre les fonctions symétriques, qui n’ont qu’une valeur, des fonctions 
qui offrent seulement deux valeurs distinctes; et l’on peut encore, dans 
le cas singulier où l’on considère, quatre lettres, former une fonction 
qui n’offre que trois valeurs distinctes. Mais, d’autre part, un géomètre 
italien, M. RufFini, a démontré qu’on ne peut, avec cinq variables, 
former une fonction qui offre moins de cinq valeurs, si elle en a plus 
de deux; et un autre Italien, M. Pietro Abbati, a étendu cette proposi- 
tion aù cas où la fonction renferme un nombre quelconque de variables. 
En outre, l’un de nous a démontré, il y a environ trente ans, que, pour 
une fonction de n variables, le nombre des valeurs distinctes, quand il 
est supérieur à 2, ne peut être inférieur au plus grand nombre premier 
contenu dans n. Enfin, dans le Mémoire qui renferme cette démonstra- 
tion, on trouve le passage suivant : 

Il 71 est pas toujours possible d'abaisser l'indice, c’est-à-dire le nombre 
des valeurs d’une fonction jusqu’à la limite que nous venons d’ assigner ; 
et, si l’on en excepte les fonctions du quatrième ordre qui peuvent obtenir 
trois valeurs, je ne connais pas de fonctions non symétriques dont l’indice 
soit inférieur à l’ordre (au nombre des lettres), sans être égal à 1. Le 
théorème ci-dessus établi prouve du moins qu’il n’en existe pas de sem- 
blables, quand l’ordre de la fonction est un nombre premier, puisque 
alors la limite trouvée se confond avec ce nombre. On peut encore démon- 
trer cette assertion, lorsque n est égal à 6 , en faisant voir qu’une fonction 
de 6 lettres ne peut olMenir plus de six valeurs, quand elle en a plus de 
deux. 

La démonstration générale de la proposition que l’auteur du Mémoire 
avait énoncée dans ce passage, et qu’il avait rigoureusement établie 
dans le cas où n est un nombre premier ou bien encore le nombre 6 , 
est aussi l’un des principaux objets des recherches dont nous avons à 
rendre compte. M. Bertrand est effectivement parvenu à la démontrer, 
en supposant qu’il existe toujours un nombre premier compris entre 

les limites 72 — 2 et et en s’appuyant sur la considération des substi- 



407 


EXTRAIT N“ 309. 

tutions circulaires formées avec lettres, partagées en deux groupes 
dont l’un renferme p lettres, et l’autre deux lettres seulement. Mais 
existe-t-il toujours, au moins (juand n surpasse y, un nombre premier 

compris entre n — 2 et Cela est extrêmement probable, et l’on peut, 
à l’aide des Tables des nombres premiers, s’assurer de l’existence d’un 
tel nombre, au moins tant que n est inférieur à 6 millions. Ainsi, les 
calculs de M. Bertrand suffisent pour étendre à tout nombre qui ne 
surpasse pas cette limite la proposition énoncée. Us prouvent aussi 
que, pour une valeur de 7i inférieure à cette limite, une fonction de 
n lettres qui offre seulement n valeurs distinctes est généralement 
symétrique par rapport à « — i lettres. 

Parmi les nombres non premiers dont la valeur n’est pas considé- 
rable, il en existe deux seulement auquel la démonstration de M. Ber- 
trand ne s’applique pas : ce sont les nombres 4 et 6. M. Bertrand men- 
tionne le nombre 4. qui^ comme nous l’avons déjà dit, fait exception à 
la règle générale. 11 aurait dû, pour plus d’exactitude, mentionner 
aussi le nombre 6, et observer que 2 /j cesse d’être supérieur an, quand 
on a P = 3, n = G. D’ailleurs, comme nous l’avons rappelé ci-dessus, 
le principal théorème se trouve depuis longtemps démontré, pour le 
cas où l’on a n = 6. 

Le Mémoire de M. Bertrand renferme encore quelques autres propo- 
si lions dignes de remarque sur le nombre des valeurs qu’une fonction 
peut acquérir. Il prouve, entre autres choses, que, p, q étant deux 
nombres premiers dont la somme est inférieure à n, une fonction de 
n lettres aura précisément 2 n valeurs distinctes, si le nombre des va- 
leurs distinctes est inférieur au produit pq, et si d’ailleurs le nombre n 
des lettres est égal ou supérieur à 10 . 

En résumé, les Commissaires pensent que le Mémoire de M. Ber- 
trand est digne d’être approuvé par l’Académie et inséré dans le 
Recueil des Mémoires des Savants étrangers. 
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310 . . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur les premiers termes de la série des 
quantités qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes 
d’une fonction des n variables indépendantes. 

C. R., T. XXI, p. logS (17 novembre i845). 

§ I. — Considérations générales. 

Soient 

ü une fonction de n variables x,y, z, . . .; 
m le nombre des valeurs distinctes de cette fonction ; 

M le nombre de ses valeurs égales. 

On aura 

(I) mM = N, 

N — 1 .2.Z. . .n, 

et par suite le nombre m des valeurs distinctes de O sera toujours un 
diviseur du produit N, c’est-à-dire du nombre des arrangements que 
l’on peut former avec n lettres. Donc, si l’on forme la série des nombres 
qui seront propres à représenter les diverses valeurs de m, tous les 
termes de cette série seront des diviseurs de N. Mais la proposition réci- 
proque n’est pas vraie, et tous les diviseui’s de A” n’entrent pas dans la 
série en question. Nous allons, dans cette Note, rechercher les pre- 
miers termes de la série, c’est-à-dire ceux qui expriment les plus 
petites valeurs de m. 

D’abord, puisque, avec un nombre quelconque n des variables, on 
peut toujours composer des fonctions symétriques, c’est-à-dire des 
fonctions qui ne sont point altérées par des échanges quelconques 
opérés entre les variables, et même des fonctions dont chacune offre 
deux valeurs distinctes, il en résulte que, pour une valeur quelconque 
de n, les deux premiers termes de la série formée avec les diverses va- 
leurs de m seront toujours les nombres i et 2. 
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II est d’ailleurs facile de s’assurer : i° que toute fonction qui n’est 
altérée par aucune substitution circulaire du second ordre est néces- 
sairement symétrique ; 2° que toute fonction non symétrique qui n’est 
altérée par aucune substitution circulaire du troisième ordre offre 
seulement deux valeurs distinctes. 

Pour savoir quelles sont les valeurs que peut acquérir le nombre m 
quand il devient supérieur à 2, il convient de distinguer le cas où la 
fonction D est intransüive, et le cas où elle est transitive. 

Quand la fonction 0 est întransitive, c’est-à-dire quand les substitu- 
tions 

( 2 ) I, P, Q, R, 

qui n’altèrent pas la valeur de Q, ont pour effet unique d’échanger, 
séparément entre elles, des variables que renferment divers groupes 
composés, le premier, de a variables 

a, 6, y, ...; 

le second, de b variables 

• î 

le troisième, de c variables 

9, X. 

. , . , . , • • • > 

on a évidemment 

( 3 ) /i Cl h c ~}~ • • • J 

chacun des nombres a, b, c, ... étant inférieur à n. Soient d’ailleurs, 
dans cette hypothèse, A le nombre de celles des substitutions (2) qui 
correspondent à des permutations diverses des variables a, 6, y, ... du 
premier groupe; B le nombre de celles des substitutions (2) qui, en 
laissant immobiles les variables a, ê, y, . . . du premier groupe, corres- 
pondent à des permutations diverses des variables X, p., v, . . . du second 
groupe, etc. On trouvera 

M=.ABC...-, 


( 4 ) 


OFAivres de C. — S. I, t. IX* 
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ri, par suite, si l’on pose, pour abréger, 


(5) X = 

(6) 

on aura 


I . 3 ... « 


A 


:)Z, — 


11!) 


(1.2. 


1 . 2 . . .b 1 . 2 . . 

1 . 2 . 3 . . .n 

. .a) {i . 2 . . .b) {i . 2 . . .c)’ 


.c 


(y) Dl — .)t>,il!)ll!>£ . . . , " 

étant un entier qui sera évidemmcnt.sup’érieur à l’unité. 

Il est bon d’observer que, dans la formule (3), on peut toujours sup- 
poser les nombres 

a, b, c, ... 

rangés par oi'dre de grandeur, les plus grands d’entre eux étant repré- 
sentés par les premières lettres de l’alphabet. Ajoutons que, en vertu 
de la formule (6), sera le coefficient du produit 

dans le développement de l’expression 

(r -h « -I- < 


et que, par suite, 3t. sera toujours un multiple de l’un des coeffiicicnts 
numériques renfermés dans le développement de 

c’est-à-dire un multiple de l’un des nombres figurés compris dans la 
suite 

' «(«— l) rt(7l-l)(«— 2) 

(o) — — : — ’ : • ~ A 5 


qui devra être arrêtée à l’instant où l’on aura écrit son plus grand 
terme. Le coefficient i se trouve exclu de cette suite, parce que, 
O étant une fonction intransitive, chacun des nombres a,b, c, . . . doit 
être, comme on l’a déjà remarqué, inférieur à n. 

Quand la fonction Q est transitive, c’est-à-dire lorsque, sans altéri'r 
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(•('Ito fonction, l’on peut faire passer à une place donnée une variable 
(|ue!conque, le nombre m des valeurs distinctes de O considéré comme 
lonction des n variables données y, z, ... est en même temps le 
nond)re des valeurs distinctes de û considéré comme fonction des 
n — T variables y, z, 


^ II. — Détermination de quelques-unes des plus petites valeurs de m. 

Il est maintenant facile de trouver quelques-unes des plus petites 
vabmrs que le nombre m puisse acquérir, quand il devient supérieur 
il 2. 

Kn elfi't, n étant le plus petit terme de la série (8) du § I, il suit im- 
médiatement des formules (6), (7) du même paragraphe que, si £2 est 
un<‘ fonction intransitive, le nombre tn de ses valeurs distinctes ne 
poniM'a être inférieur à n. 

Il y a plus : £2 étant une fonction intransitive, on ne tirera de la for> 
mule (7) du § I 

( t ) /n =: n 

({ue dans le cas où l’on aura, non seulement 

(>% rr: n 

(‘(, par suiüs 

a // ~ I , b *111) ” I , 

mais encore 

Jls) zm T , 

c’(‘st-à-dire dans le cas où £2 sera fonction symétrique des n — i varia- 
bli's renfermées dans le premier groupe. 

Enfin si, £2 étant une fonction intransitive, m devient supérieur à n, 
il devra être au moins égal au plus petit des nombres 

n(n — I ) 

2/) 

2 

De ces deux valeurs de m on obtiendra la première 

(2) 
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en supposant, comme ci-dessus, 

Qh—n, a=r« — I, è = l, 


et, de plus. 


„l, = 2, 



c’est-à-dire en supposant que 12, considéré comme fonction de n— i va- 
riables, offre seulement deux valeurs distinctes. Au contraire, on trou- 
vera 

n ( — I ) 

m — ^ ? 

2 


en supposant, non seulement 


3t. = 



et, par suite, 
mais encore 


a:=.Jl — 2, Z? = 2, 


Jlû m I , Oll) zn I , 


c’est-à-dire en supposant que û est une fonction symétrique des 
rt — 2 variables comprises dans le premier groupe, et des deux va- 
riables comprises dans le second. 

En résumant ce qu’on vient de dire, on obtient la proposition sui- 
vante : 

Théorème I . — O étant une fonction intransitive de n variables indé- 
pendantes, si l’on désigne par m le nombre des valeurs distinctes de O, 
les plus petites valeurs que m pourra prendre seront le nombre n et le plus 
petit des nombres 

nin — i) 

2 n, 1 . 


D’ailleurs, on obtiendra la valeur n ou m du nombre m, en supposant 
que les variables se partagent en deux groupes dont l’un renferme une 
seule variable x, et que û, considéré comme fonction des n — i va- 
riables restantes y, z-, ..., est ou une fonction symétrique, ou une 
fonction qui offre seulement deux valeurs distinctes. On obtiendra, 
au contraire, la valeur de m, en supposant que les variables 
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«‘il iliqix ;^ruîijM*s (l(Ht( Tiiii mdVrüMMhMix variabl(‘s .r, y, 
t î ijiir iJ i*h| iHiniiniî >\îiH*f ri(|ii<Ml<s variabl(‘s (‘otnprisi's dans rhaqtK^ 

jM\ 

îiiaiiifintaul ijiii arrivt^ra si L1 <‘st iint' lotuiinn (ransiliva* 

*li“^ \ arîaldt*^ 
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Donc alors le premier terme de la suite (4) sera équivalent à run des 
suivants, ou deux de ces derniers seront égaux entre eux. Dans le pre- 
mier cas, la fonction O ne sera point altérée par une substitution cir- 
culaire du second ordre qui renfermera, outre la variable a', une autn» 
variable y. Dans le second cas, la fonction ü acquerra deux nouvelles 
valeurs Q' égales entre elles, en vertu de deux substitutions circulaires 
du second ordre qui renfermeront, avec la variable a?, d(*ux nouvelles 
variables j', z. Mais? l’inverse d’une substitution circulaire du second 
ordre étant cette substitution même, si chacune des deux substitu- 
tions 

(x, /), (a;', i) 

transforme £2 en O', chacune d’elles transformera réciproquement £2' 
en £2; et, en conséquence, £2 ne sera point altéré par l’une quelconqiu' 
(les substitutions du troisième ordre 

( æ ?, 7 ) (x, z)=: (x, Z, y), {x, z) (x, y) ~ (x, y, z). 

Enfin, si, la valeur de £2 n’étant pas altérée par la substitution circu- 
laire 

(x,r) ou {x,y,z), 

on peut faire passer deux variables quelconques à la place de ,x' et de y, 
ou même trois variables quelconques, arbitrairement cb()isi(‘s, aux 
places primitivement occupées para;, jets, il s’ensuivra qiu' la videur 
de £2 ne pourra être altérée par aucune substitution cireulain' sem- 
blable à (a?, j), c’est-à-dire du second ordre, ou par aueuiu' substitu- 
tion circulaire semblable à (a;, j, z), c’est-à-dire du troisième ordn'. 
Mais alors £2 sera nécessairement, ou une fonction symétriqiu', ou uiu' 
fonction qui offrira seulement deux valeurs distinctes. 

Corollaire. — En vertu du théorème II, si £2, étant une fonction 
transitive de n variables, offre un nombre m de valeurs distincti's su- 
périeur à 2 , le nombre m ne pourra s’abaisser au-dessous de n, qiu' 
dans l’un des deux cas ci-après énoncés, savoir : 

1 ° Lorsque £2 sera fonction transitive des n variables x, y, z, ... et 
fonction intransitive des n — ï variables/, s, . . .; 
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cessairement fonction symétrique de n — \, et, par suite, de n va- 
riables, quand on aurait 

« — I > 4 , 

et même lorsqu’on supposerait 

n — I “ 4j n = 5. 

Car, dans ce cas particulier, on trouverait n — 3 = 2, et les deux va- 
riables, dont £2 serait fonction symétrique, pourraient être remplacées 
par deux variables quelconques sans que la valeur de ü fût altérée. 
Donc, en définitive, le seul cas où m pourra s’abaisser au-dessous de n, 
sans être l’un des nombres, i , 2, sera le cas particulier où l’on aura 

n — 4, m 3 ; 


et l’on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème III. — Soi/ ü une fonction trandtwe de n ^^aî'iables indépen- 
dantes 

Xy y y Zy ... y 


et mie nombre des valeurs distinctes de Çl. Le nombre m pourra se réduire, 
pour une valeur quelconque de n, à r unité ou au nombre 2. Mais, si m 
devient supérieur à 2, il ne pourra être inférieur à n que dans le cas par- 
ticulier où Von aura 

n ~[\y m — y 


et où la fonction û sera tout à la fois transitive par rapport à quatre 
variables, intransitive par rapport à trois, et symétrique par rapport à 
deux. 

Corollaire. — La proposition précédente est précisément celle qui, 
dans Tun de mes Mémoires de 1812, se trouvait indiquée, pour une 
valeur quelconque de n, et rigoureusement démontrée pour le cas où 
n est ou un nombre premier quelconque, ou le nombre 6. La démon- 
stration que M. Bertrand a donnée de la même proposition s’appuie 
sur un lemme dont l’exactitude a été vérifiée, à l’aide des Tables de 
nombres premiers, pour toute valeur de n inférieure à 6 millions. 
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Mais on voit par ce qui précède que, sans recourir à l’inspection des 
labiés de nombres premiers, on peut démontrer rigoureusement le 
théorème II, quel que soit d’ailleurs le nombre n des variables com- 
prises dans la fonction jQ. 

.Te ferai voir, dans un prochain article, que, si, le nombre n étant 
supérieur à lo, le nombre m est supérieur à n - i, mais inférieur à 
la limite 

ti{a — I ) 

— — ) 

3 

on aura nécessairement, ou 

m — n ou m — 'în. 


311 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur la résolution des équations linéaires 
symboliques, et sur les conséquences remarquables que cette résolution 
entraîne après elle dans la théorie des permutations. 

C. II., T. XXr, p. 1123 ( 2 .{ novombro 1845). 

Les équations symboliques auxquelles je me suis trouvé conduit 
par mes recherches sur le nombre des valeurs des fonctions offrent 
cette circonstance singulière que chacun des produits symboliques 
qui s’y trouvent renfermés varie, en général, quand on échange ses 
facteurs entre eux. Considérons en particulier l’équation symbolique 
qui exprime que deux substitutions données sont sem’blables l’une à 
l’autre. Ses deux membres seront les produits des substitutions don- 
nées par une troisième substitution qui devra entrer dans un des 
deux produits comme multiplicande, et dans l’autre produit comme 
multiplicateur. L’équation dont il s’agit sera donc une équation sym- 
bolique, linéaire par rapport à cette troisième substitution. Mais, il 
importe d’en faire la remarque, cette équation symbolique, bien dif- 

OEwres de C . - S. I, t. IX. ^3 
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férente en cela de toutes les équations linéaires connues, aura géné- 
ralement plusieurs solutions. Le nombre de ces solutions dépendra 
du nombre total des substitutions semblables aux proposées, qui 
pourront être formées avec les variables que l’on considère, et sera 
précisément le quotient qu’on obtient quand on divise par ce dernier 
nombre le nombre des arrangements qui peuvent être formés avec ces 
variables. La règle très simple que je donne pour obtenir l’une quel- 
conque de ces solutions consiste à écrire l’une au-dessus de l’autre 
les deux substitutions données, en ayant soin de faire correspondre 
les uns aux autres les facteurs circulaires composés d’un même 
nombre de variables, puis à effacer les virgules et parenthèses pla- 
cées entre les diverses variables. Alors ces deux substitutions se 
trouvent transformées en de simples arrangements qui sont préci- 
sément les deux termes de la substitution cherchée. Cette seule règle 
fournit toutes les solutions de V équation symbolique linéaire. La mul- 
tiplicité des solutions provient, non seulement de ce qu’on peut, dans 
chaque facteur circulaire, faire passer à la première place une quel- 
conque des variables dont ce facteur se compose, mais aussi de ce 
qu’on peut échanger entre eux les facteurs circulaires de même ordre, 
et spécialement les facteurs circulaires du premier ordre, c’est-à-dire 
ceux qui correspondent à des lettres immobiles. 

Au lieu de supposer connues les deux substitutions semblables 
entre elles que renferme une équation linéaire symbolique, on pour- 
rait supposer connue l’une de ces substitutions,- et demander la 
valeur de l’autre correspondante à une solution donnée de l’équa- 
tion linéaire. Ce dernier problème se résout encore très simple- 
ment, mais d’une seule manière. Pour obtenir la valeur unique de 
la substitution cherchée, il suffit de faire subir aux variables que 
comprend la substitution proposée les déplacements indiqués par 
la solution donnée de l’équation linéaire, en opérant comme si ces 
variables n’étaient pas séparées par des virgules et des parenthèses, 
et comme si leur système représentait un simple arrangement. 

Des principes que je viens d’énoncer, on déduit, comme consé- 
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quences, diverses propositions qui sont d’une grande utilité dans la 
l’echerche du nombre des valeurs qu’une fonction peut acquérir, et 
l’on arrive en particulier à découvrir les conditions qui doivent être 
remplies pour que deux substitutions soient permutables entre elles. 
Ces conditions peuvent être ramenées à deux. La première condition 
est que les deux substitutions données, réduites à leurs plus simples 
expressions, soient décomposables en substitutions circulaires ou, 
du moins, en substitutions régulières, dont les unes soient formées 
avec des variables que renferme une seule des substitutions données, 
et dont les autres, prises deux à deux, renferment précisément les 
memes variables. La seconde condition est que les substitutions régu- 
lières correspondantes, qui, étant composées des mêmes variables, 
entrent comme facteurs dans les deux substitutions données, soient 
de la foi'mc de celles qu’on en obtient, dans le cas où, avec plusieurs 
systèmes de variables, on construit divers Tableaux qui renferment 
tous, non seulement un même nombre de lignes horizontales, mais 
encore un mèrne nombre de lignes verticales, et où, après avoir écrit 
CCS Tableaux à la suite les uns des autres dans un certain ordre, on 
multiplie entre eux, d’une part, les facteurs circulaires dont l’un 
quelconque offre la suite des variables qui, dans les divers Tableaux, 
a|)partiennent à une ligne horizontale de rang déterminé, d’autre 
part, les facteurs circulaires dont l’un quelconque offre la suite des 
variables qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à une ligne 
verticale de rang déterminé. Il en résulte que, si une substitution 
est circulaire et renferme toutes les variables données, elle ne pourra 
être permutable qu’avec ses puissances, et par conséquent avec des 
substitutions régulières qui renfermeront encore toutes les variables. 

Il en résulte aussi que, dans le cas où une fonction transitive 
de n variables n’est pas altérée par une substitution circulaire de 
l’ordre n, le nombre des substitutions de cet ordre qui jouissent de 
la même propriété ne peut être inférieur au nombre des valeurs 
égales de û considéré comme fonction de « — i variables. 

Il en résulte enfin que, dans le cas où û est tout à la fois une 
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fonction transitive de n variables, et une fonction intransitive de 
n — i variables, et où l’immobilité de deux variables entraîne l’im- 
mobilité de toutes les autres, on peut trouver immédiatement, à 
l’aide des règles précédemment énoncées, plusieurs des substitu- 
tions qui jouissent de la propriété de ne point altérer ü. Souvent 
même ces règles suffisent pour trouver toutes les substitutions de 
ce genre, et c’est ce qui arrive en particulier dans le cas où « est 
un nombre premier. 

Je développerai, dans un prochain article, les corollaires impor- 
tants des divers théorèmes que je viens d’indiquer. 

§ L Des diverses formes que peut revêtir une même substitution. 

Soit P l’une des substitutions que l’on peut former avec n variables 
X, y, Z, G,i posons 

J . 2 . 3 . . 

Si l’on présente cette substitution sous la forme d’un rapport qxii ait 
pour termes deux des arrangements composés avec les variables x, y, 
5, ..., on pourra prendre pour dénominateur de ce rapport un quel- 
conque de ces arrangements, et par suite, en laissant toutes les variables 
en évidence, on pourra présenter la substitution P sous N formes 
diverses. Ainsi, par exemple, si l’on prend n = 3, on aura A' — (5, et 
la substitution du second ordre, par laquelle on échangera entre elles 
les deux variables x,y, pourra être présentée sous l’une quelconque 
des six formes 



/YZX\ 



(zyx\ 


\^y=) 

\sczy J 


[yxsj 


\zfœ) 


Le nombre des formes que peut revêtir une même substitution P s(i 
trouve notablement diminué lorsqu’on l’exprime à l’aide des facteurs 
circulaires dont elle est le produit, et que, pour représenter chaque 
facteur circulaire, on écrit entre deux parenthèses les variables qu’il 
renferme, en les séparant par des virgules, et plaçant à la suite l’une 
de l’autre deux variables dont la seconde doit être substituée à la prc- 
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mière. Alors le nombre des variables comprises danâ' chaque facteur 
circulaire indique précisément l’ordre de ce facteur, et le plus petit 
nombre qui soit simultanément divisible par les ordres des divers 
facteurs représente l’ordre i de la substitution P. Alors aussi toute 
variable qui reste immobile quand on effectue la substitution P, doit 
être censée comprise dans un facteur circulaire du premier ordre, qui 
renferme cette seule variable, et, par suite, un tel facteur, représenté 
par l’une des notations 

(j)> (-), •••, 

est équivalent à l’unité. Les facteurs circulaires du premier ordre 
disparaîtront toujours si ta substitution donnée P est réduite à son 
expression la plus simple. Mais ils reparaîtront nécessairement si l’on 
veut mettre en évidence toutes les variables. Il importe de connaître 
le nombre des formes différentes que peut revêtir, dans cette hypo- 
thèse, la substitution P. On y parvient aisément de la manière sui- 
vante : 

Supposons, pour fixer les idées, que la substitution P, étant de 
l’ordre i, renferme 

/ facteurs circulaires de l’ordre a; 
g- facteurs circulaires de l’ordre b; 

etc., et enfin 

r facteurs circulaires du premier ordre, en sorte que r exprime le 
nombre des variables qui restent immobiles quand on effectue la 
substitution P. 

On aura nécessairement 

(i) a/ -h bff . .-i- r — n. 

Supposons encore que, après avoir exprimé la substitution P à l’aide 
de ses divers facteurs circulaires, représentés chacun par une série 
de lettres comprises entre deux parenthèses, et séparées par des vir- 
gules, on veuille déterminer le nombre co des formes semblables que 
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l’on peut donner à la substitution sans déplacer les parenthèses, et, 
par conséquent, sans altérer les nombres de lettres comprises dans les 
facteurs circulaires qui occupent des rangs déterminés. Tout ce que 
l’on pourra faire, pour modifier la forme de la substitution P, ce sera, 
ou de faire passer successivement à la première place, dans chaque 
facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises dans ce fac- 
teur, ou d’échanger entre eux les facteurs circulaires de .même ordre. 
Par suite, pour obtenir le nombre cv des formes, semblables entre 
elles, que peut revêtir la substitution P, il suffira de multiplier le 
produit 

a-^ . . . 

des ordres de tous les facteurs circulaires par le nombre 

des arrangements divers que l’on peut former avec ces facteurs, 
lorsque, sans déplacer les parenthèses qui les renferment, on se 
borne à échanger entre eux de toutes les manières possibles les fac- 
teurs circulaires de même ordre. On aura donc 

(2) « = (i.2.../)(i.2...g')...(i.2...r)a//)^.... 

Ainsi, par exemple, si l’on prend « = 5, a = 3,/=i, r=i, la for- 
mule ( 2 ) donnera 

CO = (i .2)3 = 6. 

Elfectivement, si l’on met en évidence les cinq variables x,y, z, u, e, 
dans la substitution 

(^, J,-S) 

composée avec trois de ces variables, on pourra la présenter sous la 
forme 

(x,y,s) (m)(p), 

et, sans déplacer les parenthèses, on pourra donner à cette même sub- 
stitution six formes semblables, savoir : 

{u){ç), {y,z,a;){u){ç), {z, x, y) {u, v), 

{x,y,z){v){u), {y,z,x) {v){u), {z, x, y) {v, u). 
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^ II- — Résolution de V équation linéaire et symbolique par laquelle 
se trouvent liées l'une à l’autre deux substitutions semblables entre 
elles. 

Deux substitutions formées avec n lettres 


X, y, Z, ... 

seront semblables entre elles, si elles offrent le même nombre de fac- 
teurs circulaires, et si les facteurs circulaires de l’une et de l’autre, 
comparés deux à deux, sont du même ordre. Cela posé, nommons P 
l’une quelconque des substitutions relatives à Ji variables 


et soient 


X, y, Z, 

P, P', P", 


les diverses substitutions semblables à P que l’on peut former avec 
ces mêmes variables. Supposons d’ailleurs que l’on représente cha- 
cune de ces substitutions par le produit de ses divers facteurs circu- 
laires, en mettant toutes les variables en évidence, et en assignant 
aux parenthèses dos places déterminées. Enfin, concevons que l’on 
donne à chacune des substitutions P, P', P", . . . toutes les formes 
qu’elle peut revêtir dans cette hypothèse. Si l’on nomme w le nombre 
total des substitutions P, P', P", . . . , et w le nombre des formes sous 
lesquelles se présentera chacune d’elles, le produit wct exprimera, 
non seulement le nombre total des formes que revêtiront la substitu- 
tion P et les substitutions semblables à P, mais encore le nombre N 
des arrangements divers que l’on.peut former avec n variables. Car on 
devra évidemment retrouver tous ces arrangements, en supprimant 
les virgules et les parenthèses dans les diverses formes obtenues. On 
aura donc 


MÛT =r IV, 


(0 

la valeur de N étant 


jV = 1 . 2 . . . /i ; 
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et par suite on aura encore 


Si la substitution P renferme / facteurs circulaires de l’ordre a, 
g facteurs circulaires de l’ordre h, enfin r facteurs circulaires du 
premier ordre, on aura, comme on l’a vu dans le § I, 

(3) tü = ( 1 . 2 . . ./) ( 1 . 2 . . ..{i.i...r)a^be 


En substituant cette valeur de co dans la formule (2), on retrouvera, 
comme on devait s’y attendre, l’équation (5) de la page 289. 

Soit maintenant Q l’une quelconque des substitutions semblables 
à P, et supposons 


(4) P — (a, 6, y, . . ., -fl ) (>., V, . . ., P ). . .( cp ) ( % ) ( ). . . , 

(5) Q = («',§', y', ...,n')(X',fx',v', ...,p')...(9')(x')(^{>')---,. 


a', ê', y'. v)'; X', p,', v', p'; ÿ', y\ <1/', ... désignant les 

variables qui, dans la substitution Q, ont pris les places qu’occu- 
paient les variables a, ê, y, vj, X, p, v, ..., p; ç, y, -j;, ... 
dans la substitution P. Représentons par 


A et G 


les arrangements auxquels se réduisent les seconds membres des for- 
mules ( 4 ) et ( 5 ), quand on y supprime les parenthèses et les virgules 
placées entre les variables, en sorte qu’on ait 


X. = et g y . . .Y) X [i V . . .p . . .(p ^ 

*^7) C = a'g'y'. . .Tfl'X'pt'v'. . .p'. . 

Enfin, soient 


B=PA et D = OC 

les nouveaux arrangements qu’on obtiendra en appliquant à l’arran- 
gement A la substitution P, et à l’arrangement C la substitution Q. On 
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trouvera 

( 9 ) B = ê y ■ • .VI a fi V . . .p ^ 

( 10 ) R — §'y'. . •ïi'a'fi.'v'. . .p'X'. . 

Par conséquent, les variables qui, prises deux à deux, se correspon- 
dront encore dans les arrangements A, C, se correspondront encore 
dans les arrangements B, D; et cela devait être ainsi, puisque les sub- 
stitutions semblables P, Q, présentées sous les formes semblables (4) 
et (5), ont eu précisément pour effet de déplacer de la même manière 
les variables semblablement placées dans les arrangements A et C. On 
aura donc 

(B)=a> 

Cela posé, faisons, pour abréger. 



On aura, par suite, 

(,a) D=RB, C=:RA; 

et des équations ( 12 ), jointes aux formules (8), on tirera 

1) = RPA, D = QRA. 

par conséquent 

(,3) QRA = RPA 

et 

(r4) QR = RP. 

Réciproquement, si les substitutions P, Q sont liées entre elles par 
une équation semblable à l’équation (i4)* alors, en appliquant à un 
arrangement quelconque A la substitution 

QR = RP, 
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on retrouvera l’équation (i3), et, en posant, pour abréger, 



ou, ce qui revient au même, 

B=:PA, C = RA, D = QC, 


on tirera de l’équation (i3) 

D = RB, 

On aura donc alors 



(i5) 



et par suite les substitutions 



seront semblables l’une à l’autre, puisque, en vertu de la formule (i5), 
elles devront déplacer de la même manière les variables qui se cor- 
respondent dans les deux termes de la substitution 


( 


C 

A 


Il importe d’observer que les deux membres de la formule (i4) sont 
les produits qu’on obtient en multipliant les deux substitutions sem- 
blables P et Q par une nouvelle substitution R dont la première puis- 
sance entre, dans l’un des produits, comme multiplicande, et dans 
l’autre produit, contme multiplicateur. Pour obtenir cette nouvelle 
substitution R, il suffît d’exprimer la substitution P à l’aide de ses 
facteurs circulaires, en mettant toutes les variables en évidence, et 
d’écrire au-dessus de P la substitution Q, présentée sous une forme 
semblable à celle de P, puis de transformer les deux substitutions Q, 
P en deux arrangements C, A par la suppression des parenthèses et 
des virgules placées entre les variables. Ces deux arrangements C, A 
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sei’ont les deux termes d’une substitution R qui vérifiera la for- 
mule (i 4 )- Il y a plus : d’après ce qui a été dit ci-dessus, toute valeur 
de R propre à vérifier cette formule sera évidemment fournie par la 
comparaison des deux substitutions semblables P, Q, superposées 
l’une à l’autre, ainsi qu’on vient de l’expliquer. D’ailleurs, comme, 
en laissant P sous la même forme, on pourra donner successivement 
à Q diverses formes semblables à celle de P, et semblables entre elles, 
dont le nombre sera précisément celui que nous avons représenté par 
<0, il en résulte que la substitution R admet un nombre co de valeurs 
distinctes. Donc, si l’on résout par rapport à R la formule (id). c’est- 
à-dire {'équation symbolique et linéaire à laquelle doit satisfaire la sub- 
stitution R, on obtiendra un nombre w de solutions diverses corres- 
pondantes aux diverses formes de la substitution Q. 

Si, en supposant connues, non plus les substitutions semblables P, 
Q, mais l’une d’elles, P par exemple,, et la substitution R, on deman- 
dait la valeur de Q déterminée par l’équation (i 4 )> ou, ce qui revient 
au même, par la suivante 

(i6) Qzi:RPR-‘, 

on remarquerait que, pour passer de la valeur de P, donnée par la 
formule ( 4 ), à la valeur de Q, donnée par la formule ( 5 ), il suffit de 
faire subir aux variables x, y, z, .. . les déplacements par lesquels on 
passe de la valeur de A, donnée par la formule (6), à la valeur de C, 
donnée par la formule (7), c’est-à-dire les déplacements qui sont indi- 
qués par la substitution R. En opérant ainsi, on obtiendrait la seule 
valeur de Q qui vérifie la formule (16). 

Nous savons donc maintenant résoudre les deux problèmes sui- 
vants : 

Problème I. — Étant données n variables x, y, z et deux substi- 

tutions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver une troisième 
substitution R qui soit propre à résoudre l’équation linéaire 


QR = RP. 
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Solution. — Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs cir- 
culaires, en mettant toutes les variables en évidence, puis écrivez au- 
dessus de la substitution P la substitution Q, présentée sous une forme 
semblable à celle de P. Supprimez ensuite les parenthèses et les vir- 
gules placées entre les variables. Les deux substitutions Q, P seront 
ainsi transformées en deux arrangements qui seront propres a repré- 
senter les deux termes de la substitution R. 

Corollaire. — Les substitutions P, Q peuvent ne renfermer qu’une 
partie des variables x, y, z, ...; mais, pour obtenir toutes les solu- 
tions de l’équation 

QR = RP, 

on devra, comme nous l’avons dit, mettre toutes les variables en évi- 
dence, même celles qui ne seraient renfermées dans aucune des deux 
substitutions P, Q, si ces substitutions étaient réduites à leur plus 
simple expression. Il en résulte que, les substitutions P, Q restant les 
mêmes, le nombre des solutions de l’équation symbolique linéaire 

QR = RP 

croîtra en même temps que le nombre des variables x, y, z, 

Pour éclaircir ce qu’on vient de dire, supposons que les substitu- 
tions P, Q, réduites à leur plus simple expression, soient deux substi- 
tutions circulaires du second ordre, et que l’on ait 

P — Q = 

Si les variables x,y,z, ... se réduisent à trois, alors, P étant présenté 
sous la forme 

Q pourra être présenté sous l’une des formes semblables 

{^,00) {y), 

et par suite la valeur de R devra se réduire à l’une des substitutions 
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ou, ce qui revient au même, à l’une des substitutions 

(y. 5), (a;,Æ,y). 

Si, au contraire, l’on considère quatre variables x, y, z, u, alors, P 
étant présenté sous la forme 

Q pourra être présenté sous l’une quelconque des formes semblables 

{^x, z) i^y) i^u), {z, x) {y) {x-, z) {u) [y), {z, x) (^u) (y), 

et par suite R pourra être l’une quelconque des quatre substitutions 

/xzyu\ fzxyu\ /xzuy\ fzxuy\ 

\xyzuj’ \xyzu)’ \xyzuj' \a:yzuj 

ou, ce qui revient au même, l’une quelconque des quatre substitu- 
tions 

Problème II. — Élant données n variables x, y, z, et deux substi- 
tutions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver la substitu- 
tion Q semblable àV, et déterminée par la formule 

Q = RPR->. 

Solution. — Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs cir- 
culaires, puis effectuez dans P les déplacements de variables indiqués 
par la substitution R, on opérant comme si P représentait un simple, 
arrangement. 

Corollaire. — Pour résoudre ce second problème, il n’est pas néces- 
saire de mettre toutes les variables en évidence, comme on doit le 
faire généralement quand il s’agit d’obtenir toutes les solutions du 
premier, et l’on peut se servir de substitutions réduites à leurs plus 
simples expressions. Si, pour fixer les idées, on prend 

alors, en appliquant la règle ci-dessus établie, on trouvera, quel que 
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soit d’ailleurs le nombre des variables données, 

RPR-i=(5,a;), PRP-« = ( y, 5, a; ) . 

Si l’on supposait, au contraire, 

P=:(a;,y), {x, z) {y, u), 

on trouverait 

RPR-‘={3, «), PRP-‘=:(y,5)(a^, «). 


312. 


Analyse mathématique. — Mémoire sur les substitutions permutables 

entre elles. 


C. R., T. XXI, p. 1 188 (i"^ décembre i845). 

Soient P, U deux substitutions formées avec les n variables x, y, 

Z, Soient, de plus, co le nombre des formes diverses et semblables 

entre elles que l’on peut donner à la substitution P, en l’exprimant à 
l’aide de ses facteurs circulaires, et mettant toutes les variables en 
évidence. Les substitutions P, U seront permutables entre elles, si 
elles vérifient la formule 

(l) UP=:PU. 

% 

Donc alors U sera nécessairement l’une des solutions de la formule (i). 
Mais il pourra se confondre avec l’une quelconque de ces solutions, 
dont le nombre est précisément co. Ajoutons que, en vertu des prin- 
cipes établis dans le précédent Mémoire, on devra, pour obtenir U, 
écrire au-dessus de la substitution P la même substitution sous une 
seconde forme semblable à la première, puis réduire les deux formes 
de la substitution P à de simples arrangements, en supprimant les 
parenthèses et les virgules placées entre les variables, et prendre ces 
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arrangements pour les deux termes de la substitution cherebée. 
Comme, en passant de la première forme de P à la seconde, on peut 
échanger entre eux arbitrairement les facteurs circulaires du premier 
ordre, formés avec les variables immobiles qui disparaissent quand 
on réduit la valeur de P à sa plus simple expression, il en résulte 
que, dans la substitution cherchée U, ces variables peuvent composer 
des facteurs circulaires quelconques. Donc, pour obtenir les diverses 
valeurs de U, il suffira de multiplier les diverses substitutions for- 
mées avec les variables immobiles de P par les diverses valeurs de U 
qu on obtiendrait en laissant de côté ces mêmes variables, et en sup- 
posant la valeur de P réduite à sa plus simple expression. 

Ainsi la question peut toujours être ramenée au cas où les variables 
données seraient toutes comprises dans la substitution P, sans qu’il 
fût nécessaire de les mettre en évidence. 

Plaçons-nous maintenant dans cette dernière bypotbèse, et, pour 
bien voir ce qui arrivera, examinons encore les différents cas qui 
peuvent s’offrir à nous, en commençant par ceux qui sont les plus 
simples. 

Si d’abord la substitution P se réduit à un seul facteur circulaire, 
en écrivant, dans ce facteur, à la suite de chaque variable celle qui 
devra lui être substituée, il n’y aura plus d’arbitraire que le choix de 
la variable placée en tête du facteur dont il s’agit, et les deux arran- 
gements auxquels on réduira la première et la seconde forme de P 
représenteront les deux termes d’une nouvelle substitution qui sera 
une puissance de P. Donc, la substitution U se confondra nécessaire- 
ment avec l’une de ces puissances. Si la seconde forme de P n’était 
pas distincte de la première, la puissance de P qui représenterait la 
substitution U se réduirait évidemment à l’unité. 

Supposons, en second lieu, que P soit une substitution régulière 
équivalente au produit de f facteurs circulaires de l’ordre a. Si l’un 
de ces facteurs ne change pas de place, quand on passe de la pre- 
mière forme de P à la seconde, il se trouvera remplacé par une de ses 
puissances dans la substitution U. Mais il en sera autrement si plu- 
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sieurs facteurs circulaires de P, dont chacun soit de l’ordre a, sont 
échangés entre eux. Nommons 

a, ... 

ces facteurs ch’culaires dont nous représenterons le nombre par i, et 
supposons qu’ils soient échangés entre eux dans l’ordre indiqué par 
la substitution circulaire 

...). 

Concevons d’ailleurs que, après avoir réduit les deux formes de P à 
deux arrangements, on écrive à la suite l’une de l’autre les variables 
qui se correspondent mutuellement dans les facteurs circulaires de U, 
dont quelques-uns, 

ü, <?, «>, ... 

seront formés avec les variables qui entraient dans la composition des 
facteurs 

f, Si, ... 

de la substitution P. Nommons y le nombre des facteurs circulaires 

O, -<?, Tg), .... 

Soit, de plus, d le nombre des variables comprises dans ü, et repré- 
sentons par 

OCy 6y y, A, [JLy V, Cp y , ... 

ces mêmes variables, en sorte qu’on ait 

( 2 ) «^(a, 0,y, ...,X,(i,v, ...,9, X, t, ...). 

La suite des variables 

(3) a, 6 , y, ..., 1, (i, V, ..., 9 , y, ... 

pourra être évidemment décomposée en plusieurs autres suites 

«> ê, y, ..., 
fi, V, ..., 

X» ' 1 '» •••, 



* • 9 
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formées chacune avec des variables qui se succéderont dans l’ordre 
indiqué par la substitution 

en sorte que, dans chacune des suites horizontales du Tableau (4)> 
premier terme représente une variable tirée du facteur le second 
terme une variable tirée du facteur le troisième terme une variable 
tirée du facteur A, etc. Cela posé, si l’on nomme G le nombre des 
suites horizontales que renferme le Tableau (4)> le nombre total è des 
termes de ce Tableau sera le produit du nombre 0 par le nombre i des 
facteurs circulaires 

% .... 

On aura donc 

(5) . Z» = 04 

et par conséquent l’ordre è de la substitution o sera un multiple de i. 
Soient maintenant 

(6) 6', /, ..., X', fx', V', ..., 9', ••• 

les variables qui, dans les facteurs circulaires 

c-ïl, ..., 

ou plutôt dans les cercles indicateurs correspondants, suivent immé- 
diatement les variables 

a, 6 , y, ..., X, fx, V, ..., 9, x. 

Soient pareillement 

(7) a", 6", y", ..., X", v", ..., 9", x". ••• 

les variables qui, dans les mêmes cercles indicateurs, suivent immé- 
diatement les variables 

6', y', ..., X', p', v', ..., 9', x'> 

etc. Chacune des suites ( 6 ), ( 7 ), ... se composera de termes propre.^, 
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à représenter les diverses variables qui succéderont les unes aux 
autres dans un des facteurs circulaires 


-Ç», «>, .... 


On pourra donc supposer 


(8) 

1 

1 S'./, •••, V', 

1 6", y", ..., 



D’autre part, les variables qui succéderont tes unes 
le facteur ® seront évidemment 

aux autres dain^ 

a, a' 

> ^ y • • • ) V', 

<p, cp', 

i', ■■■■ 

On pourra donc supposer encore 



(9). 


<j>, <p', cp", . . . 

), 

et l’on trouvera de même 



(>0) 1 

•••, V, v', v", .. 

■ ’ X. x'> xl', ■ ■ 

•). 

•b 

Donc les variables 



(..) i 

j g", 

y» V, 

y' y • • • J y'f [J.', v', 

--M .. 

**’ “J -, .. 

?> X. 

•’ f'’ x'> 

?"> x\ 

'P, 

• • • • » 


une part, dans les 


c est-à-dire celles qui se trouvent renfermées, d 
facteurs circulaires 

. . . 

de la substitution P, d’autre part, dans les facteurs circulaires 

^ 3 , «), ... 

de la substitution U, entreront dans la composition de ces facteurs 
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suivant le mode indiqué par les équations (2), (8), (9) et (10). Si 
1 on nomme / le nombre total de ces variables, on aura évidemment 


(r2) 




■hj. 


puisque a représentera le nombre des variables comprises dans cha- 
cun de i facteurs circulaires A, . . et è le nombre des variables 
comprises dans chacun des j facteurs circulaires©, •<?, D’ail- 

leurs, on tirera de l’équation (12) 


(,3) 


a b 

i i ’ 


et, de cette dernière, combinée avec la formule (5), on conclura 
('4) a = Bj. 

Donc, non seulement l’ordre b de chacun des facteurs ©, ©, xsj', ... 
sera un multiple du nombre / des facteurs s\., mais, récipro- 
quement, l’ordre a de chacun des facteurs f , i^, a, ... sera un mul- 
tiple du nombre j des facteurs ©, ©, .... Au reste, il serait facile 
d’établir directement l’équation (i4), puisque les variables comprises 
dans «T se confondent avec les divers termes du Tableau 


(.5) 


a, a', 

l, V, . 

<p, (p', ffl", . 


qui renferme un nombre 0 de lignes horizontales, et un nombre j de 


lignes verticales. 


Concevons maintenant que le produit des facteurs circulaires qui 
renferment les vâriables comprises dans le Tableau (11) soit désigné 
par s dans la substitution P, et par s dans la substitution U. Alors, en 
vertu des deux équations 


(16) S=:©W..., 

3 et B seront deux substitutions régulières, la première de l’ordre 
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rt = 0 y, la seconde de l’ordre b — ^i. D’ailleurs, le Tableau (ii) pourra 
être évidemment décomposé en plusieurs autres 

o£, ê, y, . . . , 

a', g', /, 

a", y", 

- . . , . • • • > 

P*, , 

À', fx', v', 

l", fx", v", 

. . . , . • . *, 

?> x> 4 ^’ •••» 

9'. z', •••. 

?"> ï!', 4 ^", •••, 


dont le nombre sera ô, et dont chacun renfermera, non seulement 
i lignes verticales, mais encore j lignes horizontales. Enfin, on con- 
clura des formules (9) et (10) que, pour obtenir l’un quelconque des 
facteurs circulaires 

f, % A, ... 

de la substitution 3, il suffit d’écrire à la suite les unes des autres, en 
• les plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les 
variables qui appartiennent, dans les Tableaux (17), (18), (19), ..., 
à une ligne verticale de rang déterminé. On conclura, au contraire, 
des formules (2) et (8), que, pour obtenir l’un quelconque des fac- 
teurs circulaires 

ü, -(?, is>, ... 

de la substitution îs, il suffit d’écrire, à la suite les unes des autres, en 
les plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les 
■variables qui appartiennent, dans les Tableaux (17), (18), (19), 

& une ligne horizontale de rang déterminé. 


■ (18) 


(‘9) 
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Les observations que nous venons de faire relativement aux varia- 
bles comprises dans le Tableau (ii) s’appliquent évidemment a tout 
système de variables comprises dans des facteurs circulaires de P, qui 
se tiouvent échangés entre eux quand on passe de la première forme 
de P à la seconde. De telles variables sont toujours du nombre de 
celles qui se montrent à la fois, sans qu’il soit nécessaire de les mettre 
en évidence, dans les deux substitutions P, U, supposées permutables 
entre elles; et, parmi les facteurs circulaires de ces deux substitu- 
tions, ceux qui renferment de telles variables donnent toujours pour 
produits respectifs deux substitutions régulières a, E qui peuvent être 
formées, à l’aide de divers Tableaux analogues aux Tableaux ( 17 ), 
(r8), (19), . . . , suivant le mode que nous avons indiqué. 

D’ailleurs, d’après ce qu’on a vu précédemment, si, des deux substi- 
tutions P, U, supposées permutables entre elles et réduites 'a leurs plus 
simples expressions, l’une renferme des variables qui ne soient pas 
comprises dans l’autre, ces variables pourront y être groupées arbi- 
trairement de manière à composer des facteurs circulaires quel- 
conques. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème I. — ■ Soient P, U deux substitutions formées a^ec n variables 
Xy y y Zy . . . , ct supposons ces deux substitutions réduites à leurs expres- 
sions les plus simples. Si elles sont permutables entre elles, leurs facteurs 
circulaires, dans le cas le plus général, seront de deux espèces. Les uns 
renfermeront les variables comprises dans une seule des deux substitutions 
P, U, et pourront être des facteurs quelconques. Quant aux facteurs cir- 
culaires qui renfermeront les variables communes aux deux substitutions, 
no/i seulement ils pourront être groupés entre eux de manière à offrir pour 
produits des substitutions régulières qui, prises deux à deux, représenteront 
des facteurs complexes et correspondants de P et de formés avec les 
mêmes variables, mais, de plus, les substitutions régulières qui représen- 
teront les facteurs complexes et correspondants de V et de pourront être 
réduites à la forme de celles quon obtient dans le cas où, avec plusieurs 
systèmes de variables, on construit divers Tableaux, qui renferment tous 
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un même nombre de termes compris dans un même nombre de lignes hori- 
zontales et verticales, et où, après avoir placé ces Tableaux, à la suite les 
uns des autres, dans un certain ordre, on multiplie entre eux, d’une part, 
les facteurs circulaires dont l’un quelconque offre la série des variables 
qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à une ligne horizontale de 
rang déterminé ; d’autre part, les facteurs circulaires dont l’un quelconque 
offre la série des variables qui, dans les divers Tableaux, appartiennent à 
une ligne verticale de rang déterminé. Ajoutons que, réciproquement, si 
les diverses conditions que nous venons d’énoncer sont remplies, les deux 
substitutions P, U seront permutables entre elles. 

Corollaire I. — Pour éclaircu* ce qu’on vient de dire par un exemple, 
supposons que, avec les variables 

X, y, Z, U, V, w, s, t, 

on construise les deux Tableaux 

y, 

s, U 

et 

O, 

s, t. 

Les facteurs circulaires du quatrième ordre, dont chacun renfermera 
les quatre variables comprises dans les premières ou dans les secondes 
lignes verticales des deux Tableaux, seront 

{x,z,v,.s) et {y,u,w,t). 

Au contraire, les facteurs circulaires du quatrième ordre, dont chacun 
renfermera les quatre variables comprises dans les premières ou dans 
les secondes lignes horizontales des deux Tableaux, seront 

{x,y,v,w) et {s,u,s,t). 

Cela posé, il résulte du théorème I que, si l’on prend 


et 


P = (.r, s, v,s){y, u,w, t) 
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P, Q seront deux substitutions permutables entre elles. Pour s’assurer 
cju effectivement ces substitutions vérifient la formule 


PU = UP, 

ou, ce qui revient au même, la suivante . 

P = UPU-S 

il suffit d’observer que, si l’on pose 


on trouvera 


A 1 = xzvsyuwt, 
\5k.—yiiwtvsæz. 


Donc, par suite, en vertu de l’une des règles établies dans le précé- 
dent article, on aura 


UPÜ-‘=: (y, U, tv, f) (e, s, X, z) = P. 

Corollaire IL — Si les divers Tableaux formés avec les l variables 
que renferment doux facteurs complexes et correspondants s, îs des 
substitutions P, U se réduisent à un seul Tableau, alors g, s seront 
deux substitutions régulières du genre de celles dont nous nous 
sommes déjà occupés dans un précédent article (séance du i3 oc- 
tobre), et dont les propriétés deviennent évidentes quand on repré- 
sente les variables qu’elles renferment à l’aide de deux espèces d’in- 
dices appliqués à une seule lettre. C’est ce qui arrivera, par exemple, 
si l’on a 

g = {x, u) (y, v) (z, «-), 
tï=z(x,z,o)(y,ie,(v). 

Alors les deux substitutions §, & seront les produits des divers fac- 
teurs circulaires formés, d’une part, avec les variables que renfer- 
ment les diverses lignes horizontales du Tableau 

• -s» e, 

U, «'j 

d’autre part, avec les variables comprises dans les diverses lignes 
horizontales; et ces deux substitutions seront certainement permu- 
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tables entre elles, car elles se réduiront au cube et au carré de la sub- 
stitution du sixième ordre 

Il est bon d’observer que, en vertu des équations (i6), jointes aux 
formules (2), (8), (9) et (10), on aura généralement 

(20) 

et que, si l’on pose en conséquence 

(21) 0 = 

0 sera une substitution régulière de l’ordre 


D’ailleurs, dans les formules (20), (21), l’exposant i de 5 représen- 
tera le nombre des facteurs circulaires de s, et réciproquement l’ex- 
posant J de s représentera le nombre des facteurs circulaires de s. 
Cela posé, on pourra énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème IL — Lorsque deux substitutions P, U sont permutables 
entre elles, les facteurs circulaires qui renferment les lettres communes 
aux deux substitutions , supposées réduites à leurs expressions les plus 
simples, fournissent deux produits décomposables en substitutions régu- 
lières qui, comparées deux à deux, se correspondent de telle sorte que 
deux substitutions régulières S et E, propres à représenter deux facteurs 
complexes et correspondants des substitutions données P et U, vérifient 
toujours la formule 

i étant le nombre des facteurs circulaires de §, et j le nombre des fac- 
teurs circulaires de E. Ajoutons que, si l’on désigne par l le nombre 
des variables comprises dans chacune des substitutions régulières §, e, 
la substitution 

sera une autre substitution régulière de l’ordre j.- 
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Corollaire I. — Si les facteurs complexes s et e composent à eux 
seuls les substitutions P et U, on aura 

(23) PrrS, u = 5, 

et la formule (20) donnera 

( 24 ) P^ = V', 

i désignant le nombre des facteurs circulaires de P, et j le nombre des 
facteurs circulaires de U. Si, pour fixer les idées, on pose, comme 
dans le corollaire I du théorème I, 

P — {œ,z, (>, 5) (y, U, w, t), 

C — (’,»>)( 5, H, «, O, 

on aura 

iz=J = 2, 

et par suite l’équation (2/1) donnera 

P”'— 

lîffoctivcment, en formant, dans cette hypothèse, le carré de chacune 
des substitutions P, U, on trouvera 

1»= (æ;, e) (-, O (7, («, O. 

Corollaire II. — Si, parmi les facteurs circulaires de P, se trouve 
line seule substitution circulaire de l’ordre a, formée avec des va- 
riables que renferme aussi U, réduit à son expression la plus simple, 
cette substitution circulaire devra évidemment représenter une des 
valeurs de s. En la prenant effectivement pour s, on aura 

i—ï, 

et la formule (20) donnera 

s — èi 

Donc alors le facteur s de U, correspondant au facteur S de P, sers 
une puissance de la substitution circulaire de S. Cette conclusioi 
s’accorde avec les remarques faites au commencement de cet article, 

puisque, dans le cas où s représente, non seulement un des facteurs 

56 
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circulaires P, mais encore le seul de ces facteurs qui soit de l’ordre a, 
S ne peut être déplacé quand on passe d’une forme de P à une autre, 
de manière à ne jamais altérer les nombres de lettres comprises dans 
les facteurs qui occupent des places déterminées. 


313 . 

Analyse aiatiiématiquh. — Note sur la réduction des fonctions transitives 
aux fonctions intransitives, et sur quelques propriétés remarquables 
des substitutions qui ri allèrent pas la valeur d’une fonction transitive. 

G. R., T. XXI, p. npo ( 1 “' décembre i845). 

Comme je l’ai remarqué dans une précédente séance, le nombre 
des valeurs distinctes d’une fonction transitive de plusieurs variables 
est aussi le nombre des valeurs distinctes qu’admet cette fonction 
dans le cas où l’une des variables devient immobile. Il peut d’ailleurs 
arriver qu’une fonction transitive de plusieurs variables ne cesse pas 
d’être transitive dans te cas où une, deux, trois, quatre, . . . variables 
deviennent immobiles; et alors le nombre des valeurs distinctes de la 
fonction donnée se confond avec le nombre des valeurs distinctes 
d’une autre fonction qui renferme une, deux, trois, quatre, ... va- 
riables de moins. J’ajoute que cette autre fonction peut toujours être 
supposée intransitivc. Car, si l’on fait croître de plus en plus le 
nombre des variables devenues immobiles, ce nombre ne s’élèvera 
jamais au delà d’une certaine limite, égale ou supérieure à celle qu’ii 
peut atteindre quand la fonction donnée est symétrique, savoir, ar 
nombre total des variables diminué de l’unité. 

Mais ce qu’il importe surtout de remarquer, c’est que la fonctior 
intransitive à laquelle on réduira une fonction transitive donnée, er 
supposant une ou plusieurs variables immobiles, ne saurait être um 
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fonction intransitive quelconque. Tout au contraire, le nombre des 
formes que peut acquérir cette fonction intransitive est notablement 
restreint par un théorème que je suis parvenu à établir. Je prouve 
que toute fonction transitive de n variables, qui devient intransi- 
tive quand on suppose une variable immobile, est nécessairement ou 
une fonction transitive complexe de toutes les variables, ou une fonc- 
tion pour laquelle le nombre des valeurs égales se trouve réduit, par 
l’immobilité d’une variable, au nombre des valeurs égales d’une autre 
fonction de l lettres, l étant inférieur à n — i et diviseur de — i. 
Ajoutons que de ces deux hypothèses une seule évidemment pourra 
être admise, si w ou n — i est un nombre premier. Ainsi, par exemple, 
en vertu du théorème que je viens d’énoncer, le nombre des valeurs 
égales de toute fonction transitive de cinq variables qui sera intran- 
sitive par rapport à quatre devra se réduire au produit du facteur 5 
par le nombre des valeurs égales d’une fonction de deux variables. 
Donc, toute fonction transitive do cinq variables qui sera intransitive 
par rapport à quatre offrira cinq ou dix valeurs égales, et, par suite, 
vingt-quatre ou douze valeurs distinctes. Au contraire, toute fonction 
de six variables, qui sera intransitive par rapport à cinq ne pourra 
être qu’une fonction transitive complexe. 

Le théorème énoncé, joint à ceux que nous avons déjà établis dans 
les séances précédentes, sert encore à limiter le nombre des valeurs 
égales ou distinctes que peut acquérir une fonction transitive qui ne 
cesse pas de l’être, quand une ou plusieurs variables deviennent 
immobiles. On reconnaît ainsi, par exemple, que toute fonction de 
cinq lettres qui est transitive par rapport à cinq et à quatre variables 
offre nécessairement six valeurs distinctes, quand elle en a plus de 
deux, et qu’on peut en dire autant de toute .fonction de six lettres 
qui est transitive par rapport à six, à cinq et à quatre variables. 

Ajoutons que très souvent, à l’aide des formules auxquelles je suis 
parvenu, on peut déterminer le nombre et même la nature particu- 
lière des substitutions des divers ordres qui n’altèrent pas une fonc- 
tion transitive de n variables, en supposant connu le nombre clés 
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variables dont l’immobilité réduit cette fonction transitive à une fonc- 
tion intransitive et le nombre des valeurs distinctes que la fonction 
peut acquérir. 

En finissant, j’observerai que M. Hermite m’a dit avoir depuis long- 
temps reconnu la fonction transitive de six variables dont j’ai parlé, 
savoir, de celle qui offre seulement six valeurs distinctes. Toutefois, 
la méthode par laquelle il était parvenu à constater l’existence de 
cette fonction est différente de celle que j’ai suivie moi-même, et 
qui, en raison de son utilité dans la solution de plusieurs problèmes, 
paraît assez digne d’intérêt pour que je croie devoir l’exposer dans un 
autre article. 


314 . 

Analyse mathématique. — Note sur les substitutions qui n altèrent pas la 
valeur d’une fonction, et sur la forme régulière que prennent toujours 
celles d’entre elles qui renferment un moindre nombre de variables. 

c. R., T. XXI, p. ia34 (8 décembre i845). 


Considérons n variables indépendantes x, y, z, . . . , et nommons P 
une substitution formée avec plusieurs de ces variables, en nombre 
égal à l. Si la substitution P n’est pas régulière, elle sera du moins le 
produit de plusieurs substitutions régulières 


Désignons par 


U, V, w, ... 

a, b, c, . . . 


les ordres de ces substitutions régulières, et supposons que 


U soit le produit de /facteurs circulaires de l’ordre a; 
V le produit de g facteurs circulaires de l’ordre b-, 

W le produit de h facteurs circulaires de l’ordre c; 
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Les nombres a, b, c, . . , seront tous inégaux entre eux, et l’on aura, 
non seulement 

(1) P=UVW..., 

mais encore 

(2) fa gb + hc l. 

Ajoutons que, si l’on nomme i l’ordre de la substitution P, i sera 
le plus petit nombre entier, divisible par chacun des nombres a, 
b, c 

Observons maintenant que les nombres 

a^ b J c, . . . , 

étant tous inégaux, ne pourront tous offrir les mêmes facteurs pre- 
miers, élevés aux mêmes puissances. Donc, parmi les facteurs pre- 
miers de i, on pourra trouver un nombre premier p, qui sera tel que 
les termes de la suite 

ay b y Cy * * * , 

ou ne seront pas tous divisibles par /?, ou, du moins, ne seront pas 
tous divisibles par la même puissance de p. Alors 

i 

pr 

sera évidemment une substitution régulière de l’ordre p; et cette sub- 

i 

stitution P'’, réduite à son expression la plus simple, cessera de ren- 
fermer les variables comprises dans quelques-unes des substitutions 
régulières 

U, V, w, ..., 

savoir, dans celles de ces substitutions dont les ordres n’étaient pas 
multiples de la plus haute puissance de p qui divise i. D’ailleurs, 
chacune des substitutions U, V, W, ... déplacera deux variables au 
moins, si l’ordre i de la substitution P est un nombre pair, et trois 
variables au moins si l’ordre i est un nombre impair. Donc le nombre 

i 

des variables que déplacera la substitution P'' sera égal ou inférieur 
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à / — 2, si la substitution P est d’ordre pair, et à / — 3 si la substitu- 
tion P est d’ordre impair. Ajoutons qu’on pourra encore supposer ce 
nombre égal ou inférieur à / -- 3 , si, l’ordre i étant pair, l’un des 
entiers 

^7, h J C, - • • , 

a par exemple, est impair. Car, dans ce cas, on pourra prendre p — 2, 
et alors 

pë 


sera une substitution régulière du second ordre qui déplacera au plus 
/— 3 variables, puisqu’elle cessera de comprendre les a variables ren- 
fermées dans la substitution U. Enfin, il suit de la formule (2) que 
l’un des entiers 

a, b, c, ... 

sera certainement impair, si l, ou le nombre des variables comprises 
dans P, est un nombre impair. Par conséquent, on pourra énoncer la 
proposition suivante : 

Théorème I. — Soit P une substitution de l'ordre i, qui déplace l va- 
riables, et supposons cette substitution irrégulière. Alors, parmi les puis- 
sances de P, distinctes de l’unité, on trouvera une ou plusieurs substitu- 
tions régulières, dont chacune déplacera l — 2 variables au plus, si l et i 
sont des nombres pairs, etl—'A variables au plus, si l ou i est impair. 

Soit maintenant O une fonction des n variables indépendantes a;, 
y, s, ... , et nommons 

I, P, Q, R, ... 

les substitutions, conjuguées entre elles, qui n’altèrent pas la valeur 
de cette fonction. Soit encore r le nombre des variables qui deviennent 
immobiles quand on effectue celles des substitutions P, Q, R, ... qui 
déplacent le plus petit nombre de variables possible. Chacune des 
substitutions P, Q, R, . . . déplacera au moins n r variables. Suppo- 
sons d’ailleurs que, parmi ces substitutions, l’une P soit irrégulière; 
nommons i son ordre et l le nombre des variables qu’elle déplace. 
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Parmi les puissances de P distinctes de l’unité, on trouvera toujours 
(théorème I) une substitution régulière qui déplacera / — 2 variables 
au plus, et celle-ci sera encore un terme de la suite (3). On aura donc 

k 

/ — 2^/1 — /*, 

/I — /• -h 2. 

li y a plus : en vertu du théorème I, on aura nécessairement 

/ ■' - 3 “ /i — /*, 
ly II — r -j— 3 J 

si / est un nombre impair. On ne pourrait donc avoir précisément 

/ ~ n — /• H- 2 

que dans le cas où, l étant un nombre pair, r=^l—3 serait un nombre 
impair. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

ÏHÉORÈME II. — Soient ü une fonction de n variables indépendantes x, 
y, et rie nombre des variables qui deviennent immobiles quand on 

effectue les substitutions qui, en laissant intacte la vcdeiir de ù, déplacent 
le plus petit nombre de variables possible. Toute siihslüulion qui, sans 
altérer ù, déplacera 7 i — r ou n — r \ variables, sera certainement une 
substitution régulière. Il y a plus : on pourra en dire autant de toute sub- 
stitution qui, sans altérer iî, déplacera n — r 2 variables, si r est un 
nombre pair. 

Corollaire L — Si la fonction O est altérée par toute substitution cir- 
culaire du second ordre, on aura 

n — /• > 2 . 

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n’al- 
térera pas la valeur de ü sera nécessairement régulière, non seulement 
quand elle déplacera trois ou quatre variables seulement, mais aussi 
quand elle déplacera einq variables. 
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Corollaire IL — Si la fonction 0 est altérée par toute substitution 
régulière du second ou du troisième ordre, on aura 

* fl , — /• > 3. 

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n’al- 
térera pas la valeur de û sera nécessairement régulière quand elle 
déplacera quatre ou cinq variables seulement. Elle pourrait devenir 
irrégulière, si elle déplaçait six variables; par exemple si l’on avait 

P = (a;, y,z,u){v,w). 

Effectivement si, en adoptant la valeur précédente de P, on réduit aux 
dérivées de P les substitutions conjuguées qui n’altèrent pas la valeur 
de O, ces substitutions seront, avec i et P, les puissances de P supé- 
rieures à la première, et distinctes de l’unité, savoir 

P2= {x,z) {y, u), P3= (x, U, z,y) {v, w), 

et par conséquent le système des substitutions conjuguées qui n’al- 
téreront pas la valeur de O renfermera seulement, avec l’unité, deux 
substitutions irrégulières du sixième ordre et une substitution régu- 
lière du second ordre. 

Corollaire ///. — Si la fonction 12 est altérée par toute substitution 
circulaire du second, du troisième ou du quatrième ordre, et par toute 
substitution régulière du second ordre formée avec quatre variables, 
on aura 

« — /• > 4. 

Donc alors, en vertu du théorème II, toute substitution P qui n’alté- 
rera pas la valeur de 0 sera nécessairement régulière, quand elle dé- 
placera cinq, six ou sept variables. 



EXTRAIT N» 31o. 


449 


315 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de 
substitutions, et particulièrement de ceux qui sont permutables entre 
eux. 

C. R., T. XXI, p. 1238 (8 décembre i845). 

Je me propose dans ce Mémoire de faire connaître plusieurs pro- 
priétés remarquables des systèmes de substitutions; je montrerai plus 
tard le parti qu’on peut tirer de cette connaissance dans la rechei’clie 
du nombre des valeurs distinctes d’une fonction de plusieurs va- 
riables. 

§ I. — Sur quelques théorèmes fondamentaux. 

Je commencerai par établir la proposition suivante : 

Théorème I. — Soit 


0) I, P, Q, R, ••• 

un système de substitutions conjuguées, formées avec n variables x, y, 
Z, .... Soient d'ailleurs ® une autre substitution arbitrairement choisie, 
et 

% JR, ... 

d’autres substitutions, déduites de f par la résolution des équations 
linéaires 

(2) <?P = U^, ®Qr=V<R, 

dans lesquelles 

U, V, w, ... 

représentent des substitutions égales, ou inégales, dont chacune se réduit 
à un terme de la série (i). Alors les substitutions 

(3) i , fS , % SI , ..., 

jointes à leurs dérivées, formeront un système de substitutions conju- 

OEiivres de C. — S. I, t. IX. 67 
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guées, qui sera permutable avec le système des substitutions conjuguées 

1, P, Q, -R, .... 

Démonstration. — Soient T l’une quelconque des substitutions (i), 
et® l’une quelconque des substitutions (3) ou de leurs dérivées. Pour 
établir le théorème énoncé, il suffira de faire voir que tout produit de 
la forme 

ST 

est en même temps de la forme 

TS, 

les valeurs particulières de s et de T pouvant varier lorsqu’on passe 
de la première forme à la seconde. Or, évidemment, en vertu des for- 
mules ( 2 ), chacun des produits 

(4) ®P, ... 

sera de la forme 

SS, 

s désignant un terme de la suite (i), et s un terme de la suite (3). De 
plus, on pourra en dire autant de chacun des produits renfermés dans 
le Tableau 

/ ®P, ®Q, $R, ..., 

( 3 ) ' 

ÆP, aQ, SIR, ..., 


En effet, considérons, pour fixer les idées, le produit 

^P. 

On pourra aisément le réduire à la forme Ss; car la première des 
équations ( 2 ) donnera 


et, par conséquent. 


^-ü-ifp 

^P = ü-‘ 


Mais, étant un terme de la suite (i), ^fP- sera un terme de la suite (4), 
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et par conséquent une des équations (2) sera de la forme 

<S'P- = WS, 

W étant lui-même un terme de la suite (1). On aura donc 

^P = u-'WS, 

et l’on en conclura 

(6) ^P = SS, 
en posant, pour abréger, 

s = u-*w. 

Or, comme la valeur précédente de S sera encore un terme de la 
suite (i), la formule (6) exprimera simplement que le produit P est 
de la forme Sâ, S désignant un terme de la suite (i), et s un terme de 
la suite (3). 

De ce qu’on vient de dire, il résulte évidemment que, si T repré- 
sente un terme quelconque de la suite (i), et s un terme quelconque 
de la suite (3), on pourra toujours satisfaire à la condition 

( 7 ) ST=SS, 

en prenant pour S un autre terme de la suite (i), et pour s un autre 
terme do la suite (3). J’ajoute qu’il en sera encore de même si l’on 
donne à la suite (3) une extension nouvelle, en y faisant entrer, avec 
les substitutions 

..., 

toutes celles de leurs dérivées qui pourraient n’y être pas renfermées, 
c’est-à-dire les diverses puissances des substitutions A, ... , et, 
plus généralement, les produits de ces mêmes substitutions multi- 
pliées l’une par l’autre deux à deux, trois à trois, . . . , de toutes les 
manières possibles. Effectivement, T étant un terme quelconque de la 
suite (i), soient 

s, E', E", . . . 

divers termes égaux ou inégaux de la suite (3). La formule (7) four- 
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nira successivement plusieurs équations de la forme 

(8) 5T = SS, S'S=:S'S', E''S'=::S"S", 

s, S', S", . . . désignant des termes de la suite (i), et s, S", . . . des 
termes de la suite (2). Or, des formules (8) on déduira successive- 
ment les équations 

(9) 5'5T = S'8'S, S''S'ST=:S"S"S'S, 

et celles-ci seront encore semblables à la formule (7), avec cette seule 
différence que les substitutions 

S 6l ^ 

s’y trouveront remplacées par les produits 

5'5 et S'S ou et S"S'8, 

c’est-à-dire par des substitutions dérivées de .A, D’ailleurs, 

celles de ces substitutions qui se trouveront représentées par les pro- 
duits 

S'G, ... 

pourront être évidemment des dérivées quelconques des substitutions 

f .a, . . . . 

Le premier théorème étant ainsi démontré, on peut en déduire 
immédiatement un grand nombre de propositions nouvelles que je 
vais successivement indiquer. 

D’abord, si les substitutions P, Q, R, ... se réduisent aux diverses 
puissances d’une même substitution P, alors à la place du théorème 1 
on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème 11. — Soient P une substitution formée avec plusieurs va- 
riables X, y, Z, . . . , et i l’ordre de cette substitution, dont les diverses 
puissances composeront, en conséquence, le système des substitutions con- 
juguées 

(10) I, P, P% ..., P‘-‘. 

Soient encore 

. a, b, c, g 
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des nombres entiers quelconques égaux ou inégaux, et 

% A , 10, ^ 

de nouvelles substitutions , déterminées par le système des équations 
linéaires 

(ji) <i?i> = p«% çp'-s— pz-ç^ çp'-i = ps-is). 

Si, aux substitutions 

a’’, A, to, xs?, 

on Joint les dérivées de ces mêmes substitutions, on obtiendra un système 
de substitutions conjuguées qui sera permutable avec le système des puis- 
sances de P . 

Si l’on prend pour a un nombre premier à i, la substitution P“ sera 
scmiblablc à la substitution P, et par suite on pourra choisir ® de 
manière à vérifier la formule 

(12) = 

Alors aussi la première des formules (ii) se réduira simplement à 
l’équation (1 2). D’ailleurs, si, dans chacun des membres de cette der- 
nière équation, on introduit plusieurs fois de suite le facteur P comme 
multiplicande, on en tirei’a successivement 

çepî—p» $p_p!«çe^ 

(Jtlp3— pî«(fp— p3«(ï^ 


Donc le système des équations (ii) pourra être remplacé par le sys- 
tème des formules 

(1 3 ) SP — P«fT, $P 2 =P®“f, ..., ^ptt-D — p(i-i)«çf, 

toutes comprises dans la formule générale 

(14) $pA-p«/.f, 

et le théorème II entraînera la proposition suivante : 

Théorème III . — Si, P étant une substitution de l’ordre i, et a un 
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nombre premier à i, on nomme l’une quelconque des solutions de 
l’équation linéaire 

çgp — paop^ 

le système des substitutions conjuguées qui représenteront les diverses puis- 
sances de ® sera permutable avec le système des substitutions conjuguées 
qui représenteront les diverses puissances deV. 

Corollaire I. — Il est bon (l’observer que, après avoir déduit de 
l’équation (12) la formule (i 4 )) on pourra, de cette dernière formule, 
déduire successivement les suivantes 

^2 p/l _ ^pa/t q> _ pa’A 0^»^ 

Ç3 p/l — CjipaVi <^% — pa*/i 


toutes comprises dans la formule générale 

(i5) ç^A-p/i-pnOiçe/.-. 

Corollaire U. — D’après ce qu’on a vu dans un précédent Mémoire, 
pour obtenir une solution quelconque f de l’équation (12), il suffît de 
représenter chacune des substitutions semblables P, P®, à l’aide de ses 
facteurs circulaires, en ayant soin de faire occuper les mêmes places, 
dans les deux substitutions, par des facteurs circulaires de même 
ordre. Alors $ pourra être représenté par la notation symbolique 



pourvu que, en supprimant, dans P et dans P®, les virgules et les 
parenthèses, on considère P et P® comme représentant de simples 
arrangements. On peut donc énoncer encore la proposition suivante : 

Théorème IV. — Soient P une substitution de l’ordre i, et a un nombre 
premier à i. Supposons, d’ailleurs, que, après avoir représenté les substi- 
tutions P ef P® à l’aide de leurs facteurs circulaires, en ayant soin de 
faire occuper les mêmes places, dans ces deux substitutions, par des fac- 
teurs circulaires de même ordre, on supprime les virgules et parenthèses 
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placées entre les variables, afin de réduire P eZ P“ à de simples arrange- 
ments. Alors les puissances de la substitution 



formeront un système de substitutions conjuguées qui sera permutable 
avec le système des puissances de la substitution P. 

Exemple. — Si l’on prend 

P = (•». y, 3, M» v) 

et a = 2 , alors, en laissant x à la première place, on trouvera 

P^=(^, -, v,y, u), 

et, en réduisant P, P- à de simples arrangements, on tirera de la for- 
mule (i6) 

Donc le système des puissances de la substitution circulaire du qua- 
trième ordre 

sera permutable avec le système des puissances de la substitution cir- 
culaire du cinquième ordre 

P = (^,j, -, «, ^)- 

Si, en adoptant la valeur de P déterminée parla formule 

P = (^,/,-, U, e), 

on attribuait successivement au nombre a les valeurs 

2, 3, 4, ' 

alors, en laissant toujours æ à la première place dans chacune des 
substitutions 


xzvyu 

xyziw 


— {y, z,ç, u). 


Pb P», P», 
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on oLtiendrait successivement pourries trois substitutions 

{y,z,v,u), {y,u,v,z), [y,v){s,u), 

c’est-à-dire celles des puissances de la substitution 

f’, m ) 

qui sont distinctes de l’unité. 

Généralement, si l’on représente par P une substitution circulaire 
dont l’ordre i soit un nombre premier, on pourra, en appliquant la 
formule (5) à la détermination de <Sy laisser toujours à la première 
place une même variable æ, et alors, en posant successivement 

a = 2, a = 3, a — i — i, 

on obtiendra i valeurs différentes de ®. 

Lorsque i cessera d’être un nombre premier, on ne pourra plus, 
dans la formule (i6), prendre pour a l’un quelconque des nombres 
entiers inférieurs à i. Mais on pourra toujours y supposer 

a — 

puisque i — i sera toujours premier à i. Alors l’équation (i6) don- 
nera 



ou plus simplement 



Exemple. — Si l’on prend i 6 et 

P — y, w), 

alors, en laissant a? à la première place, on aura 


P~‘ = (^> (P, V, U, Z, y). 


et, en réduisant P, P-' à de simples arrangements, 
formule (i8) 


( xwviLzy\ 


~ (y w) {z, p). 
\xyzimv J ^ 


on tirera de la 


extrait N“ 3J5. 437 

Donc le système des puissances de la substitution du second ordre 

seia pei mutable avec le système des puissances de la substitution cir- 
culaire du sixième ordre 

Rien n’empêche de supposer, dans la formule (i6), 

a — î. 

Dans cette supposition, la formule (i6) donnera 



P' désignant une seconde forme de P, que l’on déduira de la première, 
en ayant soin de faire toujours occuper les mêmes places par des fac- 
teurs circulaires de même ordre. Alors aussi $ se réduira simplement 
à une puissance de P, si P se réduit à une substitution circulaire. Mais 
il n’cii sera plus généralement de même si P est le produit de plusieurs 
facteurs circulaires du premier ordre, ou même d’ordres différents. 
Alors pourra être une substitution distincte de toutes les puissances 
de P, ainsi qu’on le voit dans les exemples suivants. 

Exemple /. — Soit 

P = (a', /)(-,«)• 

Alors, on posant 


on tirera de la formule (7) 

tl' ==(.«,/), • 

si l’on prend, au contraire, 


P'— (5, u )( x , y ). 


on tirera de la formule (19) 



= (’ir,-)(y. «); 
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enfin, si l’on prend 
la formule (19) donnera 




f : 


uzxy 

XYZU 


:{X, u,y,z)- 


et, dans ces divers cas, le aystème des puissances de f sera permu- 
table avec le système des puissances de P. 


Exemple II. — Soit 
et prenons 


P = {x,y, «)((’, «0, 


P'=(/. «•■a?) ('% ^^)- 


La formule (19) donnera 


\œyzmHv J ‘ ^ 


et alors le système des puissances de $ sera permutable avec le sys- 
tème des puissances de P, qui seront toutes distinctes de f . 


§ II. — Conséquences des principes établis dans le premier paragraphe 
et dans les précédents Mémoires. 

Dans le Mémoire que j’ai publié, il y a trente ans environ ('), Sur 
le nombre des valeurs quune fonction peut acquérir, quand on y permute 
de toutes les manières possibles les quantités quelle renferme, j’avais 
représenté ces quantités par des lettres affectées d’indices,- et les 
indices par des nombres. Alors les substitutions, en vertu desquelles 
les diverses quantités étaient échangées les unes contre les autres, 
se trouvaient exprimées a l’aide de ces nombres, par conséquent à 
l’aide des indices eux-mêmes, comme je l’ai fait encore dans une des 
précédentes séances {voir les formules (3) de la page 346). C’est aussi 
en remplaçant par des nombres les diverses variables desquelles une 
fonction dépend, que M. Hermite m’a dit être parvenu, non seulement 
à constater l’existence de la fonction transitive de six variables qui 


(^) OEmres de Cauchjy S. Il, T. I. 
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offre six valeurs distinctes, mais encore à d’autres résultats spécia- 
lement relatifs aux nombres premiers 5,7, n , et applicables à la 
théorie des trois équations modulaires dont les degrés sont ces 
nombres premiers augmentés de l’uriité. Quoique, dans l’entretien 
que nous avons eu ensemble le l'g novembre dernier, M. Hermite 
ne m’ait pas dit en quoi consiste précisément sa méthode, j’avouerai 
sans difficulté que cet entretien a excité en moi un vif désir d’appro- 
fondir de plus en plus les questions relatives à la théorie des permu- 
tations, et m’a engagé à rechercher avec plus de soin toutes les consé- 
quences qui peuvent se déduire des principes que j’avais déjà établis 
dans les Comptes rendus. Mes recherches m’ont d’abord conduit aux 
résultats énoncés dans les deux dernières séances et dans le § I du 
présent Mémoire. Je vais maintenant en indiquer plusieurs autres qui 
peuvent être aisément tirés des formules auxquelles nous sommes 
déjà parvenus. 

Soit 

(O {oc, y, 

une substitution circulaire de l’ordre i, formée avec i variables x, y, 

Z, Soit de plus a un nombre premier à i. Enfin, supposons qu’on 

laisse la variable a: à la première place dans la substitution P“, sem- 
blable à P, et que, en réduisant les substitutions P, P“ à de simples 
arrangements, on prenne 



Alors f sera une substitution qui déplacera seulement les variables 

y i ^9 ‘ ' i 

ou quelques-unes d’entre elles, et les puissances de $ formeront un 
système permutable avec le système des puissances de P. Il y a plus : 
la substitution f, comme on l’a vu dans le § I, vérifiera généralement 
la formule 


( 3 ) 
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quels que soient les nombi’es entiers h et k. Or il suit de cette der- 
nière formule que, des deux équations 

(4) . <$'‘-1, 

la première entraînera toujours la seconde, et réciproquement. On 
doit en conclure que l’ordre de la substitution c’est-à-dire la plus 
petite valeur de k propre à vérifier la formule 

est aussi la plus petite valeur de k qui vérifie l’équivalence 

(5) «^'•■,= 1 (mod.i). 

De cette simple remai’que on déduit immédiatement les théorèmes VI 
et VII des pages 333 et 334, auxquels on parvient encore en rempla- 
çant les variables x, y, z, ... par des lettres affectées d’indices, et 
présentant en conséquence la substitution P, comme nous l’avons fait 
à la page 333, sous la forme 

Il suit aussi de la remarque précédente, que les racines primitives 
du nombre entier i seront précisément les valeurs de a qui fourniront 
pour valeur de 



une substitution de l’ordre f— i, si i est un nombre premier, et, 
dans le cas contraire, une substitution circulaire d’un ordre équi- 
valant à \ indicateur maximum I. 

Dans le cas particulier où l’on prend a = î — i, la formule (ü), 
réduite à l’équation 



fournit pour valeur de ^ une substitution circulaire du second ordre. 

Revenons maintenant aux formules (ii) du § 1, et, en supposant 
que P désigne une substitution circulaire de l’ordre i, déterminée 
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par la formule (i), prenons encore pour (S une substitution qui 
déplace seulement quelques-unes des variables renfermées dans P, 
de manière à laisser immobile, à la première place, la variable x. O'n 
tirera des formules (i t) du § I 

\ A 

(S) ! - 

\ P-A'lfP'-l. 


D’ailleurs, on pourra donner au nombre a une valeur telle, que la 
substitution déterminée par la première des équations (8), laisse 
immobile la variable x. Effectivement, nommons s la variable qui 
succède à a; en vertu de la substitution ®P. On remplira évidemment 
la condition énoncée en prenant pour P® celle des puissances de P qui 
substituera s à x, puisque alors la substitution inverse P~® aura pour 
effet de substituer a; à et, par conséquent, de ramener a? à la place 
que cette variable occupait primitivement. Ajoutons qu’une remarque 
semblable est applicable encore à chacun des nombres b, . . . ,f, g, com- 
pris dans les valeurs de üi, . . . , ■<;), np déterminées par la seconde, . . . , 
l’avant-dernièrc, la dernière des équations (8). On peut donc énoncer 
généralement la proposition suivante : 

Théorème 1. — Soù P une substitution circulaire de l’ordre i, formée 
avec i variables 

X, y, 5 , .... 

Nommons ^ une autre substitution qui renferme seulement quelques-unes 
de ces variables, de manière à laisser immobile une ou plusieurs d’entre 
. elles, par exemple la variable x. Enfin, nommons Jl, . . . , 'iP les 
substitutions qui, en déplaçant les seules variables y, s, . . . , vérifient des 
équations de la forme (8). Le système des substitutions âl, . . . eï de 
leurs dérivées sera permutable avec le système des puissances de la substi- 
tution circulaire V. 
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Dans l’hypothèse admise, les substitutions 

I, a, t), y), 

jointes à leurs dérivées, composeront un système de substitutions 
conjuguées dont chacune laissera immobile la variable x. Soit 31 l 
l’ordre de ce système. Parmi les substitutions qu’il renfermera, 
aucune ne pourra se réduire à une puissance de P distincte de 
l’unité, puisqu’une telle puissance déplacera toujours chacune des 

variables x, y, z, Donc le système dont il s’agit et le système 

des i puissances de P n’auront pas de termes communs autres que 
l’unité. Donc, en vertu des principes établis dans la séance du 20 oc- 
tobre, un troisième système, qui renfermerait toutes les dérivées des 
substitutions comprises dans les deux premiers, sera de l’ordre 3 TLï. 
D’ailleurs, eu égard aux formules (8), ce troisième système se réduira 
au systèmq des deux substitutions 

P, <S 

et de leurs dérivées des divers ordres. On peut donc énoncer encore 
la proposition suivante : 

Théorème IL — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I, 
si l’on nomme 3TL l’ordre du système qui renfermera les substitutions 
3, . 1 ) 1 , . . ., x?, 'S) et toutes leurs dérivées, tïïLi sera l’ordre du système de 
substitutions conjuguées qui renfermera les dérivées diverses des deux sub- 
stitutions P et tP. 

Il est important d’observer que, dans la série des substitutions 
(9) A, -<?, •«>, 

déduites successivement de la substitution f à l’aide des équations (8), 
plusieurs termes peuvent être égaux entre eux. On peut même affirmer 
que, dans cette série, prolongée à partir d’un terme qui serait égal 
à ®, les termes . . . se reproduiront dans le même ordre à la suite 
les uns des autres. En effet, supposons que l’un des termes de la 
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série (8) se réduise à et qu’en conséquence, l’une des équa- 
tions (8) soit de la forme 

(10) 

J étant positif, mais inférieur à f — i. On aura, par suite, 

(11) ‘î’P/=:P'a’, 

et de cette dernière formule, combinée avec les équations 

(12) «ep = P“^, $p2=p*A, 

on tirera successivement 

/ ffP>+' = P'‘fP =P'+“^, 

(13) I Çl?P>-*-2=P'CTP^-P'+"ia, 

ou, ce qui revient au même, 

(14) ^=:P-/-«tTP^-^>, àl=rP-/-*«Py+2, 

Il y a plus : de la formule (ii), jointe aux équations (12), on tirera 
non seulement 

(15) ‘i'P'‘-''=:PA/<i', 
mais encore 

(16) <i’P^‘-/’‘^‘= (fpAy-i-S— ‘ 

ou, ce qui revient au même, 

(17) ^_p-A/-*(ppAy+l^ .ft^_p-W-*(|>pAy+2^ 

De ces remarques on peut déduire plusieurs conséquences impor- 
tantes; et d’abord, puisque, en vertu des formules (17), les mêmes 
termes'^, ia, ... se reproduiront toujours périodiquement dans les 
formules (8) et dans .la série (9), à partir d’un terme qui serait égal 
à il en résulte que, si l’on attribue à j la plus petite des valeurs 
positives pour lesquelles se vérifie la formule (10), cette plus petite 
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valeur divisera toutes les autres, et par conséquent le nombre i, qui 
représente l’ordre de la substitution P. De plus, il résulte de l’équa- 
tion (i 5 ) que, des deux formules 

(r8) P*'=:l, 

la première entraînera toujours la seconde, et réciproquement. Donc, 
par suite, j devra être un diviseur, non seulement de i, mais aussi 
de l, de sorte qu’on aura 

(' 9 ) l = ^j\ 

0 étant un nombre entier, et même un nombre premier à i. Donc aussi 
l’équation (i 5 ) pourra être présentée sous la forme 

(20) (eP'OnrPS/OÇf, 

G étant premier à i. 

On peut alBrmer que, dans le cas où des termes de la série 

(21) ‘T, % ÿ\, ..., «) 

deviennent égaux entre eux, le terme 9 ;' reparaît toujours le premier, 
entraînant à sa suite les termes ,a, . .., périodiquement reproduits 
dans le même ordre. En effet, supposons, pour fixer les idées, que la 
suite (21) offre deux termes égaux à Alors l’une des équations (12) 
sera de la forme 

(22) 4 \P.'''=P''^, 

j' étant supérieur à l’unité, mais inférieur à i — ^. Or, de l’équa- 
tion (22), combinée avec la première des formules ( 8 ), on tirera 

(23) te p^'-^'T, 

/— I étant positif, mais inféiûeur à f— i; et, en vertu de 'la for- 
mule ( 23 ), des deux termes te, le premier aura dû reparaître avant 
le second dans la série (21). 

On peut remarquer encore que de la première des équations (12), 
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combinée avec celles qui la suivent, on tire d’autres équations de la 
forme 

(24) fP2— P«-“S, 

et que ces dernières sont semblables aux équations ( 12 ), avec cette 
seule différence que les nombres 

a, b, c, ... 

y sont remplacés par d’autres nombres 

b — a, c — .... 

Donc, tout ce qui a été dit de la substitution pourra se dire pareille- 
ment de la substitution et généralement de tous les termes de la 
série ( 21 ). 

Enfin, de la forme ( 20 ) on tirera immédiatement la suivante 

(25) çe4-p/o-p(iV,/g)A-. 

Or il résulte de cette dernière que, des deux équations 

(26) pAy=:pO‘/.y, 

la première entraîne toujours la seconde, et réciproquement, quel que 
soit d’ailleurs le nombre entier h. Donc, l’ordre de la substitution $ 
sera la plus petite des valeurs de k propres à vérifier l’équivalence 

(27) (0*— i)y=o (mod.O, 
que l’on peut aussi mettre sous la forme 

(28) 0*=i 


Dans un prochain Mémoire, je montrerai les conséquences remar- 
quables qui peuvent se déduire des diverses propositions et formules 
que je viens d’établir. 
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316 . 

Anx\lyse mathématique. — Note sur les fondions caradèristiques 

des substitutions . 

C. R., T. XXI, p. 1254 (B décembre r845). 

Considérons n variables représentées par diverses lettres 

.r, 7, :î, . . . , 

OU bien encore par une même lettre x successivement affectée des 
indices 

O, I, 2, 3, /i — I, 

en sorte que les variables données soient respectivement 

‘^ 1 ) *^^ 2 ) • • • » 

Une substitution donnée P aura pour elfet de remplacer une variable 
quelconque correspondante k l’indice t, par une autre variable .r, 
correspondante à un autre indice s qui pourra être considéré comme 
fonction de t. Supposons effectivement 

■5 — 

sera ce que j’appelle la fonction caractéristique Aa la substitution P. 
Lorsque cette substitution sera donnée, on connaîtra les n valeurs de 
représentées par 

?(o), 9(i), 9(/i — i), 

c’est-à-dire les n valeurs de t qui répondent aux indices 

O, I , . . . , 71 — I 

de la variable t. Par suite, si l’on nomme ô une racine quelconque de 
l’équation binôme 


(0 


9» = ,, 



EXTRAIT N“ 317. 


4.67 


on aura, en vertu d’une formule connue, 

(2) , 9(0)=:2ô<f(0->), 

la somme qu’indique le signe S s’étendant à toutes les valeurs de 6, et 
la fonction f(ô) étant elle-même déterminée par la formule 

(3) f(Ô) = i28'®(0, 

dans laquelle la somme indiquée par le signe S s’étend à toutes les 
valeurs de l comprises dans la suite 

O, I, 2, . , . , IL — 1 . 

Dans un prochain arlicle, je montrerai les avantages que présente 
l’emploi des fonctions caractéristiques dans la théorie des permuta- 
tions. 


317 . 

Analyse mathématique. — Mémoire sur le nombre et la forme des subslüu- 
dons qui n altèrent pas la valeur d’ une fonction de plusieurs imriables 
indépendantes • 

G. R,, T. XXI, p. 1287 (i5 décembre i845). 

5^ 1. — Propriétés diverses des substitutions qui, étant semblables à une 
substitution donnée, n’altèrent pas ta valeur d’une fonction de plusieurs 
variables. 

Soient 

O une fonction de n variables indépendantes x, y, s, ... ; 

M le nombre de ses valeurs égales; 
m le nombre de ses valeurs distinctes O, O', Q!', — 

On aui’a 


(O 


mM =1 N, 
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la valeur de iV étant 

N —I ,2 .. .71. 

Soient d’ailleurs 

(2) I, P, Q, R, U, V, W 

le système des substitutions conjuguées qui n’altèrent pas la valeur 
de il, et représentons par 

(3) P, P', P", ... 

celles de ces substitutions qui sont semblables à une substitution 
donnée P. Enfin soient 

h le nombre des substitutions P, P’, P", . . . ; 

k le nombre de celles des fonctions ù, Ù , O", . . . qui ne sont pas alté- 
rées par la substitution P; 

crie nombre total des substitutions semblables à P, qui peuvent être 
formées avec les n variables x, y, z,. . 

(ü le nombre de formes que peut revêtir ta substitution P, exprimée à 
l’aide de ses facteurs circulaires, quand on s’astreint à faire occuper 
toujours les mêmes places, dans cette substitution, par des facteurs 
circulaires de même ordre. 

D’après ce qu’on a vu dans les précédents Mémoires, on aura, non 
seulement 

(4) 

mais encore 

(5) /im = k^. 

D’ailleurs, on tirera des équations (i) et (4) 

( 6 ) 

771 (ù 

Donc, par suite, l’équation (5) donnera 
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Or, cette dernière formule renferme évidemment le théorème dont 
voici l’énoncé : 

Théorème I. — Soient il une fonction de n variables indépendantes x, 
y, Z, . . et M le nombre de ces valeurs égales. Soient encore P l’une des 
substitutions qui n altèrent pas il, et P, P', P", ... les substitutions, sem^ 
blables à P, qui jouissent de la même propriété. Le nombre M sera un divi- 
seur du nombre total des formes que peuvent revêtir les substitutions P, P', 
P", . . . exprimées à l’aide de leurs facteurs circulaires, quand on s’astreint 
à faire occuper toujours les mêmes places, dans ces diverses substitutions, 
par des facteurs circulaires de même ordre. 

Corollaire. — Supposons, pour fixer les idées, que P représente une 
substitution circulaire de l’ordre n. Alors on aura précisément 

(8) M = «. 

Alors aussi il deviendra une fonction transitive des n variables x, y, 
Z, . . . , et l’on aura, par suite, 

(9) M = n 3 \ L , 

étant le nombre des valeurs égales de il considéré comme fonction 

des n — I variables y, s, Cela posé, en divisant par n les deux 

membres de la formule ( 7 ), on trouvera 

(10) /l=z/c01l/, 

et le théorème I sera réduit à la proposition suivante : 

Théorème IL •— Soit Ô une fonction transitive de n variables oo, y, 
s, et supposons que cette fonction ne soit pas altérée par une ou 
plusieurs substitutions circulaires de V ordre n. Le nombre h de ces substi- 
tutions circulaires aura pour diviseur le nombre des valeurs égales de O 
considéré comme fonction des n — i variables y ^ 5 , .... 

Corollaire. — Si les seules substitutions circulaires de Tordre /z, qui 
jouissent de la propriété de ne pas altérer iî, se réduisent à des puis- 
sances d’une même substitution P, h sera précisément le nombre des 
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entiers premiers à n. Donc alors le nombre des entiers premiers à n 
aura pour diviseur le nombre des valeurs égales de Q considéré comme 
Fonction de n — i variables. 

Exemple /. — Concevons que iî représente une fonction transitive 
de cinq variables x, y, z, u, v. Le nombre de ses valeurs égales étant 
un multiple de 5, on trouvera nécessairement des substitutions du 
cinquième ordre parmi celles qui n’altéreront pas la valeur de ü. Cela 
posé, il résulte du théorème II que, dans le cas où ces substitutions 
du cinquième ordre sé réduisent aux puissances 

P‘, P% P», P» 

d’une même substitution P, le nombre aie de valeurs égales de D con- 
sidéré comme fonction des quatre variables/, s, u, v doit être un divi- 
seur de 4- Donc alors aiL ne peut être que l’un des nombres i, 2 , 4- 

Exemple IL — Concevons que ù représente une fonction transitive 
de six variables m, /, z, u, v, w, et supposons que, parmi les substi- 
tutions qui n’altèrent pas la valeur de cette fonction, on trouve des 
substitutions circulaires du sixième ordre, représentées par des puis- 
sances d’une même substitution circulaire P. Ces puissances ne pour- 
ront être que P et P“, et par suite le nombre 2 , c’est-à-dire le nombre 
des entiers premiers à 6, aura pour diviseur le nombre aiu des valeurs 
égales de 12 considéré comme fonction des cinq variables /, z, u, e, w. 
Donc alors Stu ne pourra être que i ou 2 . 

Concevons maintenant que, ü étant une fonction quelconque des 
n variables x, y, z, . . . , on nomme 

(3) P, P', P", ... 

les substitutions qui, étant semblables entre elles et à une certaine 
substitution P, déplacent toutes les variables sans altérer la valeur 
de O. Soit, d’ailleurs, 

(’C I, K ... 

le système des substitutions conjuguées qui n’altèrent pas 42 consi- 
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iré comme fonction des n — i variables y, s, Si l’on nomme $ 

an quelconque des termes de la série (ii), le produit 

S P s-' 

iprésentera certainement une substitution qui, étant semblable à P, 
altérera pas 12 considéré comme fonction des n variables x, y, 
Donc ce produit devra se réduire à l’une des substitutions 

P, P', P", 

1 sorte qu’on aura 

2) SP3-> = Q, 

désignant encore un terme de la série (3), mais un terme tel que la 
iriable x appartienne à des facteurs circulaires du même ordre dans 
s deux substitutions P et Q. Donc on pourra déterminer 8 à l’aide 
une équation symbolique de la forme 



1 suivant la règle établie par le théorème dont voici l’énoncé : 

Théorème III. — Soit 12 une fonciion de n variables x, y, z, .... Soient 
xore P l’une des substitutions qui déplacent toutes ces tiariables, sans 
iérer la valeur de 12, et 

3) P, Q, R, - • 

i diverses substitutions qui, étant toutes semblables àV et douées de lu 
ême propriété, présentent toutes la variable x dans des facteurs circu- 
ires de même ordre. Soit enfin 

I, tu, ... 

système des substitutions conjuguées qui, en laissant la variable x 
mobile, n altèrent pas la valeur de 12, considéré comme fonction des 
— I variables y, s, ... . L’une quelconque 8 des substitutions 

% 3i, ... 
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murra se déduire de la substitution P comparée à un certain terme de la 
suite (i3), et sera donnée en conséquence par une équation de la forme 



murm que, après avoir exprimé les deux substitutions P, Q à Vaide de 
leurs facteurs circulaires, et assigné les mêmes places, dans les deux sub- 
stitutions, non seulement aux facteurs circulaires de même ordre, mais 
encore à la variable x, on réduise 'Ç et à de simples arrangements par 
la suppression des parenthèses et des virgules interposées entre les diverses 
variables. Ajoutons que l’on pourra prendre pour Q, ou un terme de la 
série (i3), distinct de P, ou même une seconde forme de la substitution P, 
distincte de la première. 

Corollaire 1. — Les formules ( 12 ) et (i4) établissent des relations 
remarquables entre les substitutions 

% % ■■■, 

qui, sans altérer une fonction fi de n variables x, y, z, .. ., déplacent 
seulement quelques-unes de ces variables, en laissant x immobile, et 
les substitutions 

P, Q, R, 

qui, étant semblables entre elles, et renfermant toutes la variable x 
dans des facteurs circulaires de même ordre, déplacent, sans altérer 
fi, toutes les variables. Ces deux espèces de substitutions se trouvent 
tellement liées les unes aux autres que, étant données les substitu- 
tions . . . , avec l’une des substitutions 

P, Q, R, . . 

on peut déterminer le système de ces dernières, ou du moins plu- 
sieurs d’entre elles, k l’aide de la formule ( 12 ). Lorsqu’au contraire 
on donne les substitutions 

P, Q, R, ..., 

les valeurs de s, déterminées par la formule (i4)> sont les divers 
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termes d’une suite dans laquelle se trouvent nécessairement com- 
prises les substitutions ,A, 

Corollaire IL — Lorsque P représente une substitution circulaire de 
l’ordre n, exprimée à l’aide des variables écrites l’une après l’autre et 
séparées par des virgules, il est impossible de donner à P une seconde 
forme semblable à la première et distincte de la première, sans dé- 
placer X. Donc alors on ne peut supposer Q = P dans l’équation (12) 
ou (1.4), sans réduire S à l’unité. Il y a plus : lorsque P représentera 
une substitution circulaire de l’ordre n, les formes des substitutions 

P, Q, R, 

seront complètement déterminées si, dans chacune d’elles, on assigne 
à la variable x une place déterminée, la première place par exemple. 
Donc alors la formule (r 4 ) fournira pour chaque valeur de Q une seule 
valeur de s ; mais, Q venant à varier, s variera nécessairement. En con- 
séquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Tiiéorkme IV. — Soit £2 une fonction de n variables indépendantes x, 

y, s, Supposons d’ailleurs que certaines substitutions circulaires de 

l’ordre n n altèrent pas la valeur de ù, et soient 

P, Q, K, •• 

les substitutions circulaires de l’ordre n qui jouissent de cette propriété. 
Si, après avoir représenté chacune d’elles à l’aide des diverses variables 
séparées par des virgules, en assignant toujours la première place à la 
variable x, on réduit P, Q, R, ... àde simples arrangements, les divers 
termes de la suite 



seront tous distincts les uns des autres, et cette même suite renfermera 
toutes les substitutions 

I, ... 

qui, sans altérer £2, déplaceront seulement les n — i variables y, z, . . . , 
ou quelques-unes d’ entre- elles, en laissant immobile la variable x. 

ORum-es de C. — S,, l, t. IX. 
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Supposons à présent que, P, ® étant toujours deux substitutions qui 
n’altèrent pas la valeur de £ 2 , la lettre P représente, ou une substitu- 
tion circulaire de l’ordre n, ou même l’une quelconque des substi- 
tutions qui déplacent la variable x. Supposons, au contraire, que ÿ, 
étant une substitution circulaire de l’ordre n ~ i, déplace seulement 
les n — 1 variables y, z, ... ; et, en désignant par l un nombre entier 
quelconque, posons 

(i6) 

En vertu de la formule (i6), P; reprendra toujours la même valeur 
quand on fera croître ou décroître l d’un multiple de re — i, en sorte 
qu’on aura, par exemple, 

Po — Pn— 1 — P2(«— 1) — • • • — P> 

P, =p,; =:P,„_, =...=çepç^s 


P„_S=P2„_3=P3„_4 -...rztf«-2pCf-«+2_ 

De plus, les divers termes de la suite 

(l?) Po=P, P„ Ps, ..., P„_2 

seront certainement distincts les uns des autres. En effet, nommons s 
la variable dont x prend la place quand on effectue la substitution P. 
Cette variable s se trouvera remplacée, dans les divers termes de la 
série (17), par les diverses variables qui succèdent à s quand on 
effectue les substitutions 

(18) I, $, ..., 

Mais, ^ étant, par hypothèse, une substitution circulaire de l’or- 
dre « — I , les variables qui succéderont à ^ en vertu des substitu- 
tions (18) se confondront respectivement avec les ra — i variables que 
renferme la substitution c’est-à-dire avec les variables jk, s, ... 
écrites à la suite l’une de l’autre, dans l’ordre qu’indique la substi- 
tution quand on assigne la première place à la variable s. Donc les 
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deux variables dont x viendra prendre la place dans deux des substi- 
tutions 

Po> Pi» Pa» •■•» P«— 2 

seront toujours deux variables distinctes; et il est clair qu’on poui’rait 
en dire autant de deux variables qui succéderaient à x dans deux de 
ces mêmes substitutions. Donc la série (17) n’offrira pas de termes 
égaux. Cela posé, désignons, comme ci-dessus, par 

(II) i, % % Si, ... 

le système des substitutions conjuguées qui, en laissant immobile la 
variable x, déplacent seulement les variables y, z, ... on quelques- 
unes d’entre elles, sans altérer la valeur de ü. Les divers termes com- 
pris dans le Tableau 


• 

l 





P, 

®P, 

^P, 

,RP, 

( 19 ) 

p.» 

«P.» 

^P.» 

m 


\ Pft— 2» 

• * * * > 

«P«-2, 

• * • * > 

• ... f 


seront nécessairement distincts les uns des autres. Car, si l’on sup- 
pose égaux entre eux deux termes de ce Tableau représentés parles 
produits 

SP/, EP/-, 

dans lesquels è, © désignent deux termes de la suite (i i), l’équation 
(20) »SP/=GP^. 

entraînera la formule 

e-‘s = p,-P7‘,- 

et, comme le premier membre de cette formule sera encore un terme 
de la suite (1 1), c’est-à-dire une substitution en vertu de laquelle x 
restera immobile, le second membre devra remplir la même condi- 
tion. Donc, si l’on conçoit que x succède à^ en vertu de la substitu- 
tion P;, et par conséquent ^ à a; en vertu de la substitution inverse P7' » 
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la substitution P/ devra ramener à la place de s, ce qui suppose /'= 
et, par suite, 

Pr=P/. 

Mais, lorsque cette dernière condition sera remplie, l’équation (20) 
donnera 

et par conséquent elle ne pourra être admise si l’on suppose s dis- 
tinct de s. Ce n’est pas tout : on prouvera encore de la même manière 


que les divers termes 

du Tableau 



f '’ 

te, 


a. 

i P, 

pte, 

P^, 

P<A, 



Pi^, 

Pi^,. 

! p«- 

«... J 

-2î P/i— 

.... 5 

• . * . y 

P 


seront tous distincts les uns des autres. Enfin, l’on peut affirmer que 
l’un quelconque des* termes du Tableau (19) sc confondra toujours 
avec l’un des termes du Tableau (21), c’est-à-dire que, / étant un 
nombre entier quelconque, et s l’une quelconque des substitu- 
tions (il), on pourra choisir un autre nombre entier /' et une autre 
substitution G prise dans la série (ii), de manière à vérifier l’équa- 
tion linéaire 

( 32 ) = 

Effectivement, nommons s la variable qui succède à cc, en vertu de 
la substitution sP^. La substitution s, déterminée par la formule (22), 
savoir 

(23) S = Pi;‘3P„ 

ramènera certainement æ à la place que cette variable occupait pri- 
mitivement dans la fonction ù, si l’on prend pour P^' celle des sub- 
stitutions (17) qui fait succéder ^ à a;, puisque alors la substitution 
inverse P);' aura pour effet de faire succéder a; à Donc alors la 
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valeur de déterminée par la formule (28), sera, non seulement 
une dérivée des substitutions (11) et (17), par conséquent Tune des 
substitutions qui n’altèrent pas ù, mais encore Tuae de celles qui 
laissent immobile la variable x. Elle se réduira donc à l’un des termes 
de la série (17). On peut donc énoncer encore la proposition sui- 
vante : 

Théorème V. — Soient O une fonction de n xmriahles indépendantes x , 
y, Z, ,,.,et 

P, î’ 

deux substitutions qui n altèrent pas sa valeur. Supposons, d'ailleurs, 
que la substitution P, étant régulière ou irrégulière, déplace la variable x, 
et que la substitution étant circulaire, déplace les n — i variables y, 
Z, ... en laissant immobile la variable x. Enfin, posons généralement 

l étant un nombre entier quelconque, et nommons 

I, «a, ... 

le système des substitutions conjuguées qui, sans altérer ü, déplacent les 
/^ — I variables y, z, . . . , ou quelques-unes d'entre elles. Non seulement 
les I termes de la suite 

Pq “ P, Pj , Pg, . . . , P 

qui représenteront des substitutions semblables entre elles, seront tous dis- 
tincts les uns des autres, mais on pourra en dire autant des divers termes 
du Tableau (19) et des dicers termes du Tableau (21); et, par consé- 
quent, si Ton nomme § un terme quelconque de la série (i i), toute substi- 
tution de la forme 


sera en même temps un terme de la forme 
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Corollaire I. — Soit Jlt le nombre des termes de la série (ii). Le 
nombre des termes compris dans chacun des Tableaux (19), (21) sera 
évidemment représenté par le produit 

Corollaire II. — Dans le cas où, comme nous le supposons ici, O n’est 
altéré, ni par une substitution P qui déplace la variable x, ni par une 
substitution circulaire du degré « — i, en vertu de laquelle x demeure 
immobile, iQ est nécessairement une fonction transitive de n et même 
de « — I variables. Donc alors le nombre M des valeurs égales de D, 
ou, ce qui revient au même, le nombre M des substitutions 

( 3 ) I, P, Q, R, U, V, W 

qui n’altèrent pas ù est déterminé par la formule 

M—n3K., 

et ces substitutions se réduisent aux divers termes de chacun des Ta- 
bleaux (19), (21). Donc alors aussi les substitutions (2) se réduisent 
aux dérivées de la substitution P, jointe aux substitutions conjuguées 

(II) I, % % Jl, ... 

qui n’ altèrent pas fi considéré comme fonction des n — 1 variables 

V, 5 

Corollaire III. — Lorsque, û étant une fonction transitive de n et 
même de n — i variables, n — i est un nombre premier, alors, parmi 
les substitutions qui, sans altérer O, déplacent n — i variables, 
se trouvent nécessairement des substitutions circulaires de l’ordre 
/i — i. Donc alors les substitutions qui n’altèrent pas £2 se réduisent 
aux dérivées des substitutions diverses qui laissent la variable x im- 
mobile, et d’une seule substitution prise parmi celles qui déplacent 
la variable x. 
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§ IL — Sur le nombre des substitutions qui n’altèrent pas une fonction 
de plusieurs variables indépendantes. 

Soient 

£2 une fonction transitive de n variables x, y, z, . . 
m le nombre de ses valeurs distinctes O, £2', £2", ... ; 

Jf le nombre de ses valeurs égales. 

Soient encore 

P l’une des substitutions qui n’altèrent pas la valeur de £2; 

VS le nombre des substitutions semblables à P qui peuvent être formées 
avec les variables x, y, z, ... ; 

h le nombre des substitutions semblables à P qui n’altèrent pas la 
valeur de £2; 

k le nombre de celles des fonctions £2, £2', £2", . . . qui ne sont pas alté- 
rées par la substitution P. 

Comme nous l’avons vu dans le précédent Mémoire, on aura, non 
seulement 

<i) mM — N, 

la valeur de iV étant 

N —.^.2.^. . .71, 

mais encore 

( 2 ) M=zlh, 

la somme qu’indique le signe S s’étendant aux divers systèmes de 
substitutions semblables entre elles, et 

(3) hm — kvs. 

Soit maintenant r le nombre des variables qui restent immobiles 
quand on effectue la substitution P; soient encore 

a, b, c, 

les nombres égaux ou inégaux qui représentent les ordres des divers 
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facteurs circulaires de cette substitution réduite à sa plus simple 
expression. Enfin, pour mieux indiquer la forme de cette substitution 
à laquelle se rapportent les quantités exprimées par les lettres 

zu, h, k, • - • , 

plaçons au bas de ces lettres, comme indices, les nombres a, b, c, 
en écrivant 

au lieu de cj, h, k. Si l’on nomme E„-r le nombre total des substitu- 
tions qui, sans altérer û, déplacent n — r variables., en laissant les 
r autres variables immobiles, on aura 

( 4 ) kl n — 

la somme qu’indique le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs de 
a,b,c, ..., égales ou inégales, mais supérieures à l’unité, qui vérifient 
l’équation 

( 5 ) a -\- b + c n — j\ 

Cela posé, la formule (2) donnera simplement 

( 6 ) 

la somme qu’indique le signe 2 s’étendant à toutes les valeurs de r 
comprises dans la suite 

O, I, 2, . . , , n — I, 

et les valeurs de Ho, H, étant respectivement 

Ho = i, lU = o. 

Quant à la formule (3), elle deviendra 

f 7 ) b,c, ... k^i^ 0 , A, 

Lorsque O est une fonction transitive de n, de n — i , de « — 2, . . ., 
et même de n — / -f- 1 variables, on peut aux formules (4), (6) et (7) 
joindre les formules analogues qu’on obtient en considérant û comme 
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fonction de « — i, de « — 2 , ou de « — / variables seulement. Dans 
ces nouvelles formules, analogues aux premières, les quantités 

m et ka,/„c,... 

conservent toujours les valeurs qu’elles avaient dans les équations ( 4 ), 
( 6 ) et ( 7 ). Mais il n’en est plus de même des quantités 

dont les valeurs sont modifiées. Si, pour fixer les idées, on veut passer 
des formules ( 4 ). ( 6 ) et ( 7 ) aux formules analogues, qu’on obtiendra 
en considérant O comme fonction de « — / variables, on devra, dans 
les formules ( 4 ), ( 6 ) et ( 7 ), diviser AT par le produit 

n{n — I ) . . , ( /^ — / M- I ) , 
et 

ll/j — /•, ...5 

par le nombre entier 0 „_,., que détermine la formule 



n(n .(n~ l -h r) 


Ajoutons que les quotients ainsi obtenus devront encore être des 
nombres entiers. 

Dans un .prochain article, je donnerai de nombreuses applications 
des principes établis dans le présent Mémoire et dans ceux qui l’ont 
précédé. Je ferai voir, en particulier, comment, à l’aide de ces prin- 
cipes, on parvient à constater, non seulement l’existence de la fonc- 
tion transitive iQ de six variables 


X, J, 5, M, (T’, 

qui offre cent vingt valeurs égales, par conséquent six valeurs dis- 
tinctes, et que l’on peut caractériser en disant qu’elle n’est pas altérée 
par les dérivées des trois substitutions circulaires 

1? = {a:,y,z, it,p, Q — {z,y, u,(v, v), R = ( r, -, (c, (’), 

OU, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions P 

OEuvres de C. - S. I, t. IX. 6 r 
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et Q, ou P et R, mais encore l’existence d’une autre fonction transitive 
(les mêmes variables, qui offre soixante valeurs égales, par conséquent 
douze valeurs distinctes, et que l’on peut caractériser en disant qu’elle 
n’est pas altérée par les dérivées des trois substitutions régulières 

(.T, s, (') (j, «, (f), Q = {z,y. II, w, (>), 11^= {y, tv) (z, (>) 

OU, ce qui revient au même, par les dérivées des deux substitutions 
P- et Q. 


318 , 


Analyse maïuématiquh. — Applications diverses des principes étahlis 
dans les précédents Mémoires. 

C. R., T. XXI, p. ij.;>6( 22 décembre i845). 


§ ï. — Considérations générales. 

Je vais, dans ce paragraphe, rappeler d’abord en peu de mots quel- 
ques-unes des formules établies dans les précédents Mémoires, et par- 
ticulièrement celles qui servent à déterminer le nombre des valeurs 
que peut acquérir une fonction transitive ou intransitive de plusieurs 
variables. 

Soient 

£î une fonction de a variables x,y, z, ... ; 

M le nombee de ses valeurs égales, et 

m le nombre de ses valeurs distinctes, lié au nombre M par la formule 

(i) mM=:N, 

dans laquelle 

yV =: [ . 2 . 3 . . . /I 

représente le nombre des arrangements divers que l’on peut former 
avec « lettres. 

Si la fonction O est intransitive, on pourra partager les variables 
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oc, y, Z, ... en divers groupes, en s’astreignant à la seule condition de 
réunir toujours dans un même groupe deux variables dont l’une pren- 
dra la place de l’autre, en vertu d’une substitution qui n’altérera pas 
la valeur de ù. Il pourra d’ailleurs arriver que certains déplacements 
de variables comprises dans certains groupes entraînent des déplace- 
ments correspondants de variables comprises dans d’autres groupes, 
en sorte qu’on soit obligé, pour ne pas altérer ü, d’effectuer simulta- 
nément ces deux espèces de déplacements. Cela posé, soient 

a le nombre des variables comprises dans le premier groupe; 
b le nombre des variables comprises dans le second groupe; 
c le nombre des variables comprises dans le troisième groupe; 

Etc., et 

r le nombre des vaiûables dont cbacune Ibrme un groupe à elle seule, 
c’est-à-dire le nombre des variables qui ne peuvent être déplacétss 
sans que la valeur de soit altérée; 

Soient de plus 

A le nombre des valeurs égales que peut acquérir en vertu de sub- 
stitutions correspondantes à des arrangements divers des variables 
comprises dans le premier groupe; 

B le nombre des valeurs égales que peut acquérir ù en vertu de sub- 
stitutions qui, sans déplacer les variables du premier groupe, cor- 
respondent à des arrangements divers des variables comprises dans 
le second groupe; 

C le nombre des valeurs égales que peut acquérir O en vertu de sub- 
stitutions qui, sans déplacer les variables des deux prem iers groupes, 
correspondent à des arrangements divers des variables comprises 
dans le troisième groupe; 

Etc. 


On aura, non seulement 
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mais encore (séance du 22 septembre) 


(3) 


M=ABC..., 


et par suite, si l’on pose 

(4) 


1 . 3 . . . /I 


(ï.2. . .a) (l. 2 . . . 6). . .( 1 . 2 . . ./■) 


(5) 


A 


==: 


1 . 2 . . ,b 


la formule (3), jointe à l’équation (i), donnera 
( 6 ) m =; Sit,Jt,ilî.S 

Il est bon de rappeler ici que le nombre désigné par aï, dans l’équa- 
tion (6) est précisément le coefficient du produit 

s'^ t'> . . . 

dans le développement de l’expression 

Lorsque chacun des groupes auxquels se rapporte la formule (6) 
renferme le plus petit nombre possible de variables, alors deux varia- 
bles comprises dans un même groupe sont toujours deux variables 
dont l’une peut passer à la place de l’autre, sans que la valeur de ü 
soit altérée. Mais il n’est point nécessaire que cette dernière condition 
soit remplie; et, si, après avoir distribué les variables en groupes, de 
manière à la vérifier, on réunit plusieurs groupes en un seul, la for- 
mule (6) continuera de subsister. C’est ce qui arrivera en particulier 
si l’on réduit le système des variables comprises dans les second, 
troisième, quatrième, . . . groupes à un groupe unique composé de 
variables. Si, dans cette même hypothèse, le premier 
groupe ne renferme qu’une seule variable x, on aura 

a 

/ 2 j oRo ^11:1 I ÿ 

et la formule (6) donnera 
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-iil) étant le nombre des valeurs distinctes de O considéré comme fonc- 
tion des n — X variables j, En conséquence, on pourra énoncer 

la proposition suivante : 

Théorème I. — Si une fonction de n variables x, y, z, ... est toujours 
altérée quand on déplace une certaine variable ce, le nombre des valeurs 
distinctes de ù considéré comme fonction de x, y, z-, ... sera le produit 
de n par le nombre des valeurs distinctes de 12 considéré comme fonction 
des n — i variables y, z, . . . . 

Si les groupes formés avec les diverses variables sont indépendants 
les uns des autres, en sorte que des déplacements, simultanément 
effectués dans les divers groupes, en vertu d’une substitution qui 
n’altère pas la valeur de ü, puissent aussi s’effectuer séparément, 
sans altération de cette valeur, alors chacune des quantités désignées 
par ju, -lA), e, ... dans la formule (6) représentera précisément le 
nombre des valeurs distinctes de ü considéré comme fonction des 
seules variables comprises dans le premier groupe, ou dans le second, 

ou dans le troisième, Il suit d’ailleurs des principes établis dans 

la séance du 6 octobre (pages 336 et suivantes), que l’on pourra effec- 
tivement trouver une fonction ù qui offre un nombre de valeurs déter- 
miné par la formule (6), si l’on peut former 

avec a lettres, une fonction qui offre X valeurs distinctes; 
avec b lettres, une fonction qui offre ilt valeujrs distinctes; 


En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

Théorème IL — Supposons que l’on partage arbitrairement les n va- 
riables X, y, z, . . . en plusieurs groupes dont chacun renferme une ou 
plusieurs variables. Soient respectivement 

a, b, c, 

les nombres de variables comprises dans le premier, le second, le troi- 
sième, . . . groupe, et nommons le coefficient du produit 


. . 
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dans le dè^^eloppenient de V expression 

s-\- . ,Y. 

Si Von peut former 

avec a lettres une fonction qui offre valeurs distinctes; 
avec b lettres une fonction qui offre ail) valeurs distinctes; 
avec c lettres une fonction qui offre 0 valeurs distinctes; 


on poun'a former a^ec les n variables données une fonction intransitwe 
qui offrira m valeurs distinctes, la valeur de m étant déterminée par la 
formule 

m ™ Db JUiJlîG .... 

Corollaire /. — Il résulte des principes établis dans la séance du 
22 septembre que le nombre des valeurs distinctes d’une fonction 
intransitive de n variables x, y, z, est toujours une des valeurs 
de m que fournit le théorème précédent, non seulement dans le cas 
où les groupes formés avec ces variables sont tous indépendants les 
uns des autres, mais aussi dans le cas contraire. 

Corollaire IL — Si Ton suppose que les groupes se réduisent à deux, 
et que le premier groupe, étant indépendant du second, renferme 
seulement une, ou deux, ou trois, ... variables, alors, à la place du 
théorème I, on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème III. — Avec n variables x, y, z, on peut toujours former 
une fonction intransitive qui offre m valeurs distinctes, m étant le produit 
de n par V un quelconque des entiers propres ci représenter le nombre des 
valeurs distinctes d'une fonction de n *— i xmriables, ou le produit du 
nombre triangulaire par l'un des facteurs i, 2 et par l'un quel- 

conque des entiers propres à représenter le nombre des valeurs distinctes 
d'une fonction de n — 2 variables, ou le produit du nombre pyramidal 

HiH — ^ ^ des facteurs i, 2 , 3, C et par l'un quelconque 

des entiers propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d'une 
fonction de n — 3 variables, etc. 
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Supposons maintenant que la fonction Q cesse d’être intransitive 
et devienne transitive. Alors, en joignant à des résultats déjà con- 
nus ceux que nous avons trouvés dans les précédents Mémoires, on 
obtiendra les propositions suivantes : 

Théorème IV. — Si O est une fonction transilice de n variables x, y, 
Z-, . . . , le nombre m des valeurs distinctes de considéré comme fonction 
de ces n variables sera encore le nombre m des valeurs distinctes de ü 
considéré comme fonction des n — \ variables y, z, .... 

Théorème V. — Avec un nombre quelconque n de varicddcs, on peut 
toujours former, non seulement des fonctions symétriques dont chacune 
offrira une seule valeur distincte, mais encore des fonctions dont chacune 
offre seulement deux valeurs distinctes. 

Corollaire I. — Parmi les fonctions qui oflrent deux valeurs dis- 
tinctes, on doit distinguer la fonction alternée, dont les deux valeurs 
sont égales au signe près, mais affectées de signes contraires. Telle 
est, en particulier, la fonction de n variables x,y, z, ..., qui se trouve 
représentée par le produit 

(8) ri-- {x—y){x — z)...{y—z)..., 

dont les facteurs sont des différences entre ces variables rangées dans 
un ordre quelconque, et combinées deux à deux do toutes les ma- 
nières possibles. 

Corollaire IL — Si, 0 ôtant une fonction de x, y, z, . . . qui offre 
seulement deux valeurs distinctes 

Q, Q.', 

on pose 

(9) U = 

la valeur de II étant déterminée par l’équation (8), alors 

ü et V 

seront évidemment deux fonctions symétriques de x, y, z, .... Or 
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des formules (g) on déduit immédiatement l’équation 

(10) £2=:U+Vn, 

qui, comme Abel en a fait la remarque, détermine la foi’rae générale 
des fonctions dont les valeurs distinctes sont au nombre de deux seu- 
lement. Il est d’ailleurs évident que toute valeur de O, déterminée 
par l’équation (lo), sera une fonction qui offrira seulement deux 
valeurs distinctes. 

Corollaire III. — Eu égard au théorème V, le théorème III comprend, 
comme cas particulier, une proposition énoncée par M. Bertrand, 
savoir, qu’avec n variables on peut toujours composer une fonction 
qui offre 2 /z valeurs distinctes. 

Théorème VI. — Soient 
n un nombre entier quelconque ; 

I r indicateur maocimum correspondant au module n ; 

V un diviseur quelconque de n ; 
i un diviseur quelconque de I. 

On pourra toujours, avec n lettres x, y, z, . . . , former une fonction 
transitive Ù qui offre m valeurs distinctes, la valeur de m étant déter- 
minée par la formule 

. . ' I . . 3 . . . ( 72 — I ) 

(11) ni — P ‘ , 


ou même, plus généralement, par la formule 

, , 1.2 .3. . .(72 — i) 

(12) ni— Ÿ ’-'i 

{voir la séance du 6 octobre, page 34i)- 

On peut encore, des principes établis dans les séances du 22 sep- 
tembre et du 6 octobre, déduire immédiatement la proposition sui- 
vante : 


Théorème VII. — Soit 


n r=: la 


un nombre entier, non premier, et par conséquent décomposahle en deux 
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cieiü's l, a, dont aucun ne se réduit à Vunité, Si L'on peut former açec 
lettres une fonction qui offre valeurs distinctes, et a^ec l lettres une 
notion qui offre Jf valeurs distinctes, on pourra former, açcc n lettres, 
te fonction transitive complexe qui offrira mvaleurs distinctes, la valeur 
m étant déterminée par la formule 


3) m = Ob.ÇJlD^, 

ms laquelle on suppose 


i) 


X := 


r . 2 . 3 . . . n 


(i. 2 . . . /) (1.2 . . . a)^ 


\ II. — Recherche du nombre des valeurs que peut acquérir une fonction 
transitive ou in transitive qui ne renferme pas plus de six variables. 


Fonctions de deux variables . 

Si û est une fonction de deux variables x, y, le nombre m de ses 
deurs distinctes devra être un diviseur du produit 

7^= I. 2 = 2. 

i nombre ne pourra donc être que i ou 2. On aura effectivement 

m — 2 si la foncüori esl intransitive, 

m^i si elle est symétrique, et par conséquent transitive. 


Fonctions de trois variables. 

Si ù est une fonction de trois variables x, y, z, le nombre m de ses 
leurs distinctes devra être un diviseur du produit 

N ~ 1.2, Z ^6, 

! nombre ne pourra donc être que l’un des termes de la suite 

I, 2, 3, 6. 

ailleurs, il pourra être l’un quelconque d’entre eux. En effet, si la 
notion O est supposée intransitive, alors, en vertu du théorème III 
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du § I, m pourra être le produit du facteur 3 par l’un quelconque des 
nombres i, 2 ; en sorte qu’on pourra supposer 

m — Z ou m = Q. 

Si, au conti’aire, la fonction û est supposée transitive, elle pourra 
offrir, comme toute fonction d’un nombre quelconque de variables 
(voirie théorème V du § I), une ou deux valeurs distinctes. C’est ce 
que prouve aussi le théorème VI du § I; car, lorsqu’on suppose « = 3, 
l’indicateur maximum /se réduit au nombre 2 , et alors les formules (i i ) 
et ( 12 ) du § I donnent 

I . 3 

m — — ï , /72 ~ 1 . 2 ” 2 . 


Fonctions de quatre variables. 

Si iQ est une fonction de quatre variables 

X, y, Z, U, 

le nombre m de ses valeurs distinctes sera un diviseur du produit 

71^=1. 2. 3. 4 = 24. 

Ce nombre ne pourra donc être que l’un des termes de la suite 
I, 2, 3 , 4 , ^2, 24. 

D’ailleurs, il pourra être l’un quelconque de ces termes, ainsi que 
nous allons l’expliquer. 

D’abord, si la fonction O est supposée intransitive, alors, en vertu 
du théorème III du § I, le nombre m pourra être le produit du fac- 
teur 4 par l’un des nombres 

1 , 2 , 3, 6, 

/ g 

ou le produit du facteur 6 = ^ par l’un des nombres 


I, 2, 

ou par le carré de l’un d’entre eux. On pourra donc alors réduire m à 
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l’un quelconque des termes de l’une des deux suites 

8, Ï2j 24 j 

6, 12, 24, 

c’est-à-dire que l’on pourra prendre pour m l’un quelconque des 
nombres 

4, 6, 8, 12, 24. 

En second lieu, si la fonction û est supposée transitive, on pourra, 
en vertu du théorème V du § I, supposer 

m = i ou ni — %. 

Il y a plus : comme l’indicateur maximum / coi'respondant au module 4 
est le nombre 2 , on pourra, en vertu du théorème VI du § I, réduire 
la valeur de to à celle que détermine l’une des formules 


On pourra donc former une fonction transitive de trois variables qui 
offre seulement trois ou six valeurs distinctes. 

Il est bon d’observer que, parmi les fonctions de quatre variables, 
celle qui, n’étant pas altérée par une substitution régulière du second 
ordre, c’est-à-dire par une substitution de la forme 

offre douze valeurs distinctes, est la seule qui présente les quatre va- 
riables partagées en deux groupes dépendants l’un de l’autre, non per- 
mutables entre eux, et composés chacun de variables que l’on puisse 
échanger entre elles sans altérer la valeur de la fonction. 


Fonctions de cinq variables. 

Si £2 est une fonction des cinq variables 

X, y, -, U, e, 

le nombre m de ses valeurs distinctes devra être un diviseur du produit 

1 . 2 . 3 . 4.5 — 120 . 
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Ce nombre ne pourra donc être que l’un des termes de l’une des suites 

ij 2j Of 4 ) ^ 4 ? 

5, 10, i5, 20, 3o, 40) 6o, 120, 

dont on obtient la seconde en multipliant les termes de la première 
par le facteur 5 . Il reste à examiner quels sont les termes de ces deux 
suites qui pourront effectivement représenter le nombre des valeurs 
distinctes d’une fonction de cinq variables. 

D’abord, si la fonction ù est supposée intransitive, alors, en vertu 
du théorème III du § I, on pourra prendre pour m un terme quelconque 
de la seconde suite. 

En second lieu, si il est une fonction transitive des cinq variables 
ic, J, U, V, elle ne pourra être en même temps intransitive par rap- 
port à quatre variables y, z, u, v que dans le cas où ces quatre variables 
resteront immobiles ou pourront être partagées en deux groupes dé- 
pendants l’un de l’autre, mais non permutables entre eux (séance du 
29 septembi’e, pages 817 et suivantes), et composés chacun de varia- 
bles que l’on puisse échanger entre elles sans altérer la valeur de Q, 
par conséquent, dans le cas où le nombre des valeurs distinctes de û 
considéré comme fonction de y, z, u, v serait déterminé par l’une des 
formules 

5 , , I .2.3.4 

m = 1 .2 .3.4= 24, m — ^ = 12. 

2 

En troisième lieu, si 0 est une fonction transitive de cinq variables 
X, y, Z, u, V, et même de quatre variables y, z, u, v, alors m devra se 
réduire au nombre des valeurs distinctes de û considéré comme fonc- 
tion de trois variables s, u, v. Donc alors m ne pourra être que l’un des 
nombres 

t, 2, . 3, 6. 

Mais on ne pourra supposer le nombre m inférieur à 5 , s’il est supé- 
rieur à 2 (séance du 17 novembre). Donc, si la fonction ù est transi- 
tive par rapport à cinq et à quatre variables, m ne pourra être que l’un 
des nombres 


I, .2, 6. 
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Ainsi donc, si O est une fonction transitive des cinq variables 


y, -, M, e, 

le nombre m des valeurs distinctes de O devra se réduire à l’un des 
nombres 

r, 2, 6, 12, 24. 


D’ailleurs, dans cette hypothèse, on pourra prendre effectivement, en 
vertu du théorème V du § I, 

m = ï ou 2, 


et, en vertu du théorème VI, 


ou 


1 . 2 . 3 . 4 « 

m — y = 6 

4 

1 .2.3.4 

m = =12, 


OU meme 


TO = I .2.3.4 “ 24. 


Donc, en résumé, si O est une fonction transitive ou intransitive de 
cinq variables 

■», 7, -, M, 

le nombre m de ses valeurs distinctes pourra être l’un quelconque des 
termes de la suite 

I, 2, 5 , 6, 10, 12, i 5 , 20, 24, 3o, 4 o, 60, 120. 


Fonctions de six variables. 


Si il est une fonction de six variables 

X, y , Z, U, V, (V, 

le nombre m de ses valeurs distinctes devra être un diviseur du produit 

7 V=i 1.2. 3 . 4. 5 . 6=: 720. 

Mais, si Ton veut savoir quels diviseurs de ce produit pourront être 
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pris pour m, on devra considérer les divers cas qui peuvent se pré- 
senter. 

D’abord, si la fonction ü est intransitive, alors, en vertu du tliéo- 
rènre III du § I, on pourra prendre pour m, non seulement le produit 
du facteur 6 par l’un quelconque des entiers 

I, 2 , 5 , 6 , 10 , 12 , i 5 , 20 , 24, 3 o, 4 o, 60, 120, 

qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d’une 
fonction de cinq variables, mais encore le produit du nombre triangu- 
laire 

— — 15 
2 


par l’un des facteurs i , 2 et par l’un quelconque des entiers 
I, 2, 3 , 4, 6, 8, 12, 24 , 

qui sont propres à représenter le nombre des valeurs distinctes d’une 
fonction de quatre variables, et enfin le produit du nombre pyramidal 


par deux des facteui’s i, 2 , 3, 6, ou par le carré de l’un d’entre eux. 
Donc alors on pourra prendre pour m l’un quelconque des termes de 
la suite 

6, 12, i 5 , 20, 3 o, 36 , 4 o, 72, 80, 90, 120, i 44 , 

i 5 o, 180, 240, 36 o, 720. 


En second lieu, si 12 est une fonction transitive complexe, dans la- 
quelle les six variables x, y, z, u, v, w se partagent en deux groupes 
de trois lettres ou en trois groupes de deux lettres, qui puissent être 
échangés entre eux, mais qui soient indépendants les uns des autres, 
le nombre m des valeurs distinctes de û pourra être déterminé à l’aide 
de l’équation (i3) du § I, par conséquent à l’aide des formules 


m 


1 .2. 3 . 4 - 5 . 6 
(1.2) (1.2. 3)2 


— lOoAû”, 


Jlî> zi: I, 2 OU 3, 
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ou à l’aide des formules 


m = 


1 .2. 3 . 4 - 5 . 6 
( 1 . 2 . 3 ) (1.2)» 




= I, 2 OU 3 . 


Donc alors on pourra prendre pour m l’un quelconque des nombres 
entiers 

ro, i 5 , 3 o, 4 o, 4 ^» 90- 

Si, £2 étant une fonction transitive complexe, les groupes dans les- 
quels les variables se partagent cessaient d’être indépendants les uns 
des autres, le nombre m des valeurs distinctes de ü, déterminé à l’aide 
de la formule (7) de la page 3i2 (séance du 29 septembre), pourrait 
être l’un quelconque des nombres 

60, 120, 180. 

Enfin, si ü est une fonction transitive, non complexe, des six va- 
riables æ, y, Z, U, V, w, ou elle sera intransitive par rapport à cinq 
variables, qui ne pourront être déplacées qu’avec la sixième, et alors, 
en vertu du théorème VI du § I, cette fonction offrira 120 valeurs dis- 
tinctes, ou bien elle devra encore être transitive par rapport à cinq 
variables (séance du 29 septembre), attendu que cinq variables ne 
peuvent être partagées en groupes qui soient tous indépendants les 
uns des autres et permutables entre eux, chaque groupe étant com- 
posé de variables que l’on puisse échanger entre elles. Dans le dernier 
cas, m devra se réduire au nombre des valeurs distinctes d’une fonc- 
tion transitive de cinq variables, c’est-à-dire à l’un des termes de la 
suite 

I, 2, 6, _ 12, 24. 

D’ailleurs, il résulte du théorème V du § I qu’on pourra prendre effec- 
tivement 

m = i ou m — 2. 

Il reste à montrer que l’on pourra prendre aussi 


mz=z 6 ou 


12, 
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et qu’au contraire on ne peut supposer nz = 24. On y parvient aisément 
à l’aide des théorèmes établis dans les précédentes séances, comme on 
le verra dans un prochain article. 


319. 


Analyse mathématique. — Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables, 
et spécialement sur celles qui sont doublement transitives. 


C. R., T. XXI, p. Uoi (29 décembre i845). 


Dans le précédent Mémoire, j’ai recherché le nombre m des valeurs 
distinctes que peut acquérir une fonction qui ne renferme pas plus 
de six variables. Aux diverses valeurs de m que j’ai trouvées, corres- 
pondent généralement des fonctions que l’on formera sans peine, si 
l’on adopte le mode de formation indiqué dans la séance du G octobre, 
attendu qu’il sera généralement facile de déterminer le nombre et la 
nature des substitutions diverses qui n’altèrent pas les valeurs de ces 
fonctions. Toutefois, on doit excepter le cas où il s’agit d’une fonc- 
tion doublement transitive de six variables, c’est-à-dire d’une fonc- 
tion Q, qui- est tout à la fois transitive par rapport à six variables, et 
transitive par rapport à cinq. Dans ce cas particulier, le nombre m 
des valeurs distinctes de O se réduit nécessairement au nombre des 
valeurs distinctes d’une fonction transitive de cinq variables, c’est- 
à-dire à l’un des termes de la suite 

I, 2 , 6, 12 , 24; 

et, comme nous l’avons dit, on peut effectivement supposer 

m~i ou m=z 2 . 


Mais peut-on prendre pareillement pour ttz l’un des trois nombres 

6, 12, 24? 

C’est ce qui nous reste à examiner. On facilite cet examen en appli- 
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quant successivement les principes que nous avons établis dans les 
précédents Mémoires aux fonctions transitives de cinq variables, puis 
aux fonctions doublement transitives de six variables. C’est ce que 
nous ferons dans les paragraphes suivants. 


§ I. — Sur les fonctions qui sont transitives par rapport à cinq variables, 
et intransitives par rapport à quatre. 

Soient 

? 

ù une fonction de cinq variables 

■V, V, Z, U, e; 

M le nombre de ses valeurs égales; 
m le nombre de ses valeurs distinctes. 

On aura 

mM=:i .2.i.l\.5, 

par conséquent 

(i) mM — 120. 

Si d’ailleurs la fonction O est transitive par rapport aux cinq variables 
.x, y, Z, U, e, alors m sera encore le nombre des valeurs distinctes de (2 
considéré comme fonction des quatre variables s, h, v; doncwsera 
un diviseur du produit 

1 . 2 . 3 . 4 = 24 , 

et le facteur 5 du produit 

mM=z\ . 2 . 3. 4 .5, 

n’étant pas diviseur de m, devra diviser M. On aura effectivement 

31b étant le nombre des valeurs égales de fi considéré comme fonction 
des quatre variables y, z, u, 9 . Cela posé, il résulte d’un théorème 
énoncé dans la séance du i3 octobre {voir le théorème IV de la 

63 
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page 36 o) que le système des substitutions conjuguées qui n’altére- 
ront pas la valeur de û renfermera des substitutions circulaires du 
cinquième ordre. Soit P l’une de ces substitutions. Comme on peut 
disposer arbitrairement de la forme des lettres propres à représenter 
les diverses variables qui devront succéder l’une à l’autre en vertu de 
la substitution P, rien n’empêchera d’admettre que ces variables sont 
respectivement 

X, y, Z, U, e, 

et, par conséquent, on pourra toujours supposer 
(2) V = y,z,u,v). 


Concevons maintenant que la fonction O soit tout à la fois transitive 
par rapport à cinq variables, et intransitive par rapport à quatre. Alors 
il arrivera de deux choses l’une : ou ü, considéré comme fonction des 
quatre variables 7, s, u, v, sera toujours altéré par toute substitution 
distincte de l’unité, ou les quatre variables j, z, u, v se partageront 
en deux groupes dépendants l’un de l’autre, et non permutables entre 
eux (séance du 29 septembre), chaque groupe étant composé de deux 
variables que l’on pourra échanger entre elles sans altérer la valeur 
de O. D’ailleurs, la composition de ces deux groupes sera inaltérable, 
et par suite, dans le second cas comme dans le premier, toute substi- 
tution qui déplacera deux ou trois variables seulement altérera la va- 
leur de Li. Cola posé, soit Hi le nombre des substitutions qui déplace- 
ront l variables, sans altérer la valeur de O. On aura, dans l’un et 
l’autre cas, non seulement 


mais encore 


Hi = 0, 

El — O, El — O. 


Donc les substitutions qui n’altéreront pas la valeur de ù se réduiront 
à des substitutions régulières, qui déplaceront quatre ou cinq variables 
(séance du 8 décembre), et les nombres de ces deux espèces de 
substitutions seront liés au nombre If des valeurs égales de O (séance 
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du lo novembre) par les deux formules 

^ J, 

H, + 5, 

desquelles on tirera 

( 3 ) 7/5 = 4, 7/4 = #/- 5 . 

Donc, dans 1 un et 1 autre cas, le nombre des substitutions circu- 
laires du cinquième oi'dre qui n’altéreront pas la valeur de ü sera 
égal à 4, et, en conséquence, ces substitutions ne pourront être que 
les puissances 

P, PS PS P* 

de la substitution P. Ajoutons que, dans le premier cas, ù considéré 
comme fonction de quatre variables offrira 1.2. 3. 4, c’est-à-dire 24 va- 
leurs distinctes, et qu’alors 

(4) m = 2fi 

sera encore le nombre des valeurs distinctes de O considéré comme 
fonction transitive de cinq variables. Donc alors aussi on aura 

24 

et par suite, comme on devait s’y attendre, la seconde des formules (3) 
donnci’a 

7/4=0. 

Alors enfin, le système des substitutions conjuguées qui n’altéreront 
pas la valeur de û se réduira au système 

(5) I, P, PS P' 

des diverses puissances de P. 

Dans le second cas, où les quatre variables y, s, «, e se partageront 
en deux groupes dépendants l’un de l’autre et permutables entre eux, 
la seule substitution qui n’altérera pas la valeur de iî considéré comme 
fonction de j, s, u, v sera le produit de deux facteurs circulaires du 
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second ordre. Alors aussi, O considéré comme fonction de quatre va- 
riables offrira deux valeurs égales, par conséquent ou 12 valeurs 
distinctes, et 

( 6 ) m—ii 

sera encore le nombre des valeurs distinctes de O considéré comme 
fonction transitive de cinq variables. Donc, par suite, on aura 


M=z 


120 

12 


O, 


et le nombre total F, des substitutions régulières du second ordre qui 
déplaceront quatre des cinq variables x, j, z, u, 9, sans altérer O, sera 
égal à 5. Enfin, si l’on nomme Q celle de ces substitutions qui dépla- 
cera les quatre variables j, z, u, v, elle pourra être déterminée (rioir la 
séance du 8 décembre, page 456) par une équation symbolique de la 
forme 


(7) 



a étant un nombre entier convenablement choisi, pourvu que, après 
avoir assigné la même place dans P et dans P“ à la variable x, on ré- 
duise P et P"* à de simples arrangements. Il y a plus : comme on tirera 
de la formule ( 7 ) 


l’équation 

entraînera la suivante 


pa' 

P 


Q^ = i 


a^—t. 


Donc, puisqu’on ne pourrait supposer a = i sans réduire Q à l’unité, 
on aura nécessairement 


et la formule ( 7 ) donnera 
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ou, ce qui revient au même, 

(9) Q = (j, (’)(«, «)• 

D’ailleurs, l’équation ( 8 ) pouvant s’écrire comme il suit 

( 10 ) QP--=P-‘Q, 

011 en conclura généralement 

(n) Q*p/»=;P(-')‘AQi-. 

Donc les dérivées des substitutions P, Q pourront toutes être présen- 
tées sous chacune des formes 

Q/'^pA, PAQ‘-. 

En d’autres termes, le système des puissances de P sera permutable 
avec le système des puissances de Q. Donc les déidvées des deux sub- 
stitutions P, Q, dont l’iinc est du cinquième ordre, l’autre du second, 
formeront un système de substitutions conjuguées dont l’ordre sera 

2 . 5 = 10 . 

Donc la fonction transitive O, dont le caractère sera de n’ètre altérée 
ni par la substitution 

P e), 

ni par la substitution 

Q = (j> '’)(s, h), 

offrira effectivement ro valeurs égales, et par conséquent ou 
!2 valeurs distinctes. 

§ II. — Sur les fonctions qui sont transitives par rapport à cinq 
et à quatre variables. 

Conservons les notations adoptées dans le § I, et supposons d’ailleurs 
que la fonction O soit transitive, non seulement par rapport aux cinq 
variables x,y, z, u, ç, mais aussi par rapport à quatre variables/, 
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U, Alors le nombre m des valeurs distinctes restera le même pour 
considéré comme fonction de cinq, de quatre ou même de trois varia- 
bles. Donc m sera un diviseur du produit 

1 . 2.3 =:: 6 ; 

et, puisqu’on ne pourra supposer le nombre m inférieur à 5 quand il 
surpassera 2 , m devra se réduire à l’un des termes de la suite 

I, 2, 6 . 

D’autre part, on formera sans peine des fonctions de x,y, z, u, v qui 
offriront une ou deux valeurs distinctes. Il y a plus : il résulte des 
principes qui servent de base à la théorie des équations binômes, que 
l’on peut aussi trouver des fonctions de cinq variables qui offrent six 
valeurs distinctes. Ajoutons que l’on peut encore arriver à cette con- 
clusion de la manière suivante. 

Nous avons déjà remarqué (§ I) que, si la fonction O est transitive 
par rapport aux cinq variables æ,y, z, u, e, la valeur de 0 ne sera point 
altérée par des substitutions du cinquième ordre, dont l’une pourra 
être supposée de la forme 

(i) 'P — {x,y,z,u,v). 

Si d’ailleurs la fonction û est transitive par rapport à quatre variables, 
et offre six valeurs distinctes, en sorte qu’on ait 

( 2 ) m—&, 

alors, considéré comme fonction de trois variables, ü offrira encore six 
valeurs distinctes, dont chacune sera toujours altérée par toute sub- 
stitution qui déplacera seulement ces trois variables ou deux d’entre 
elles. Donc, si l’on nomme le nombre des substitutions qui déplace- 
ront/variables sans altérer û, on aura, comme dans le § I, 

ATg ™ O, ^^3 m: O 

et, par suite. 
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Donc les substitutions qui déplaceront les cinq variables a;, j, z, u, v 
sans altérer O, et qui devront être régulières (séance du 8 décembre), 
se réduiront aux puissances de P distinctes de l’unité, c’est-à-dire à 

P, PS PS P‘. 

D’autre part, puisque ü, considéré comme fonction des quatre va- 
riables J, s, U, (>, offrira six valeurs distinctes, par conséquent quatre 
valeurs égales, les substitutions distinctes de l’unité qui déplaceront 
ces quatre variables, sans altérer ü, seront au nombre de trois seule- 
ment, et ces trois substitutions, qui devront être elles-mêmes régu- 
lières, pourront être représentées par les expressions symboliques 



c’est-à-dire qu’elles se réduiront aux suivantes 

/ xzvyu\ fxuyvzX lxvazy\ 

\xyzu(’J' \xyzav)’ \xyzuv)' 

que l’on peut écrire sous les formes 

{y,z,i’,u), {y,u,v,z), {y,v){z,u). 

Elles se réduiront donc aux trois puissances 

Q, Q’ 

de la substitution du quatrième ordre 

(3) Q = «0 = (^p )• 

Ce n’est pas tout : comme l’équation (3) donnera 

(4) QP = P^Q, 
on en conclura 


( 5 ) 


QÆp/ti— p2*’/iQ/c. 
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Donc les dérivées des substitutions P, Q pourront toutes être présen- 
tées sous chacune des formes 

et par suite le système des puissances de P sera permutable avec le 
système des puissances de Q. Donc les dérivées des deux substitutions 
P, Q, dont l’une est du cinquième ordre, l’autre du quatrième, forme- 
ront un système de substitutions conjuguées, dont l’ordre sera 

. 4-5 = 20 . 

Donc la fonction transitive dont le caractère sera de n’être altérée ni 
par la substitution 

ni par la substitution 

Q = (/, -O’,") 

offrira vingt valeurs distinctes, et par conséquent ~ ou 6 valeurs 
égales. 

D’après ce qu’on vient de voir, lorsqu’une fonction transitive de 
cinq variables æ,y, z, u, e offre six valeurs distinctes, les substitutions 
qui déplacent les quatre variables/, s, u, v sans altérer ù, et en lais- 
sant X immobile, sont au nombre de trois. Mais il est clair que trois 
substitutions semblables peuvent, sans altérer ü, déplacer quatre va- 
riables, en laissant immobile ou x, ou s, ou «, ou e. Donc le nombre 
total fff des substitutions qui déplaceront quatre variables, sans alté- 
rer ü, sera 

5.3 = i5. 

Cette conclusion s’accorde avec les formules (3) du § I, dont la seconde, 
jointe aux équations 

m = 6, M= = 20, 

m 

donne 

04 = 20-5 = 15. 

Il est important d’observer que les quinze substitutions dont il s’agit 
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se trouvent toutes comprises.dans les trois formes symboliques 



desquelles on les déduit, en faisantcoïncider successivement la variable 
à laquelle on assigne la première place, dans la substitution P et dans 
ses puissances, avec chacune des cinq variables x, y, -, u, e. 
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